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Symbolverzeichnis

Im vorliegenden Arbeitsbericht werden (Un-)Gleichungen grundsätzlich kapitel-

weise fortlaufend numeriert. Der vorangestellte Buchstabe G kennzeichnet eine all-

gemeingültige (Un-)Gleichung, während B die Gleichung eines Beispieles und A
eine notwendige Optimalitätsbedingung benennen. Diese Form der Notation fuhrt

dazu, daß G 2-19 eine allgemeingültige Gleichung, B 2-20 eine Beispielgleichung in
Kapitel 2 und A 3-1 eine notwendige Optimalitätsbedingung in Kapitel 3 darstellen.
Die zu einer bereits angeführten (Un-)Gleichung gehörende (Un-)Gleichung bzw.
modifizierte Formulierung einer Ausgangs(un-)gleichung erhält eine weitere, durch
einen Punkt abgetrennte Ziffer. Bei der Aufführung mehrerer veränderter Formulie-

rungen einer Ausgangs(un-)gleichung erhöht sich die letzte Ziffer fortlaufend. In
den Anhängen enthaltene (Un-)Gleichungen werden ebenfalls fortlaufend gekenn-
zeichnet. Der vorangestellte doppelte Buchstabe charakterisiert dabei den relevanten
Anhang. So beschreibt beispielsweise BB-1 eine Gleichung in Anhang B.

Modellunabhängige Symbole

B Gesamtbedarf im Planungszeitraum [ME]
cLjS stufenbezogener Lagerhaltungskostensatz pro Zeiteinheit [GE/(ME-ZE)]

kTjS stufenbezogener Transportkostensatz [GE]

kRiS stufenbezogener Rüstkostensatz [GE]

K Gesamtkosten des Fertigungssystems [GE]
K(x,m) Gesamtkostenfunktion des Fertigungssystems in Abhängigkeit der Ferti-

gungslosgröße und der Transporthäufigkeit [GE]
K(m) kontinuierliche Kostenfunktion für die Transporthäufigkeit [GE]

L Lagerbestand [ME]
LKL Lagerhaltungskosten je Fertigungslos [GE]

m Transporthäufigkeit
mopt optimale ganzzahlige Transporthäufigkeit

n Fertigungslosauflagehäufigkeit im Planungszeitraum
T Länge des Planungszeitraumes [ZE]
t Zeit [ZE]
tp,s Produktionszeit eines Fertigungsloses auf Stufe s [ZE]

^,5+1 Absatzzeit eines Fertigungsloses [ZE]

x Fertigungslosgröße [ME]
xp?s Produktionsgeschwindigkeit der Stufe s [ME/ZE]

xpjS+1 Absatzrate [ME/ZE]



VI Symbolverzeichnis

L-..J größter ganzzahliger Wert kleiner als der eingeschlossene Ausdruck

[...] kleinster ganzzahliger Wert größer als der eingeschlossene Ausdruck

Für die Berücksichtigung identischer Transportlose zusätzlich genutzte
Symbole

Lmax maximaler Lagerbestand [ME]

Lmin minimaler Lagerbestand [ME]

LKR Rüstkosten je Fertigungslos [GE]

LKT Transportkosten je Fertigungslos [GE]

mopt globales Optimum der Transporthäufigkeit

mopt (x) optimale reellwertige Transporthäufigkeit für einen gegebenen Wert der
Fertigungslosgröße

q Transportlosgröße [ME]
IDLZ Durchlaufzeit eines Fertigungsloses [ZE]

tp^tq) Produktionszeit des Transportloses der Größe q auf Stufe s [ZE]

T(m) durch die Transporthäufigkeit m beeinflußbarer Teil der Gesamtkosten
des Fertigungssystems [GE]

TPISZ zeitgewichtete Lagerhaltung [ME-ZE] nach SZENDROVITS

TPIG zeitgewichtete Lagerhaltung [ME-ZE] nach GOYAL

x§pt globales Optimum der Fertigungslosgröße; optimale Fertigungslosgröße

der rein offenen Fertigung [ME]

Xopt(m) kostenminimale Fertigungslosgröße für einen gegebenen Wert der

Transporthäufigkeit [ME]

Für die Berücksichtigung unterschiedlicher Transportlose zusätzlich genutzte
Symbole

H(m) durch die Transporthäufigkeit m beeinflußbarer Teil der Gesamtkosten
des Fertigungssystems [GE]

Kopt minimale Gesamtkosten des Fertigungssystems [GE]

LKL(qj) Lagerhaltungskosten je Transportlos der Größe qj [GE]

mopt(Xopt) optimale reellwertige Transporthäufigkeit für die optimale Losgröße der

rein offenen Fertigung
PI Lagerhaltung [ME-ZE]
q; Größe des Transportloses i [ME]

tp.sfai) Produktionszeit des Transportloses der Größe q{ auf Stufe s [ZE]

x^p
2

t(m) kostenminimale Fertigungslosgröße für einen gegebenen Wert der

Transporthäufigkeit [ME]
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l Problemstellung

Das insbesondere in der Sorten- und Serienfertigung auftretende Problem der Be-

stimmung der optimalen Fertigungslosgröße besteht darin, die Einheiten einer Pro-
duktart k festzulegen, die ohne Unterbrechung durch andere Produktarten in einem
konkreten Fertigungssystem hergestellt werden sollen. Repräsentiert eine Produk-
tionsanlage s das betrachtete Fertigungssystem, so führt jeder Loswechsel zu einer
Unterbrechung des Fertigungsprozesses, weil die Anlage auf die produktionstech-
nischen Erfordernisse des neu aufzulegenden Loses eingestellt werden muß.1 Das
Lossequenzproblem, von dem im folgenden abstrahiert wird, besteht darin, für die
betrachtete Anlage einen Belegungsplan zu erstellen, der sicherstellt, daß sich bei
ständiger Lieferbereitschaft für jede Sorte die jeweiligen Losauflagen nicht über-
schneiden.2

Betrachtungsgegenstand ist im folgenden ein mit einer endlichen Geschwindigkeit
produzierendes Fertigungssystem sowie eine abnehmende Stelle. Bei der abnehmen-
den Stelle kann es sich entweder um den kontinuierlich zu befriedigenden Absatz
oder um eine zusätzliche Fertigungsstufe handeln. Im letzteren Fall ist eine Optimal-
lösung allerdings nur gewährleistet, wenn die Folgestufe(n) und der Absatz synchro-
nisiert sind. Im weiteren wird jedoch vorausgesetzt, daß die abnehmende Stelle den
Absatz darstellt (vgl. Abbildung 1). Aufgrund der in der Regel voneinander abwei-
chenden Produktions- und Absatzraten entsteht zwischen den beiden Bereichen ein
Absatzlager.

Fertigungsstufe s

Produkt 1

Produkt 2

Produkt K

Abbildung 1: Schematische Darstellung des betrachteten Fertigungsprozeßtyps

Weiterhin ist es notwendig, eine Annahme darüber zu treffen, in welcher Weise die
auf der Fertigungsstufe bearbeiteten Mengeneinheiten der betrachteten Produktart
an den Absatz weitergegeben werden. Dabei charakterisiert die Bezeichnung Trans-

Vgl. bspw. Bogaschewsky, Losgröße, 1996, Sp. 1142.

Vgl. Adam, Produktions-Management, 1997, S. 488.
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nortlos* die Mengeneinheiten, die gleichzeitig an den Absatz weitergeleitet werden,
Modelle zur Planung der Fertigungslosgröße berücksichtigen häufig lediglich zwei
Varianten der Weitergabe von bearbeiteten Mengeneinheiten. Im Rahmen eines als
offen bezeichneten Fertigungsprozesses wird jede Produkteinheit unmittelbar nach
ihrer Fertigstellung zum Absatz befördert, wobei modelltheoretisch sogar die Wei-
tergabe infinitesimal kleiner Einheiten unterstellt wird. Im Gegensatz hierzu zei-
chnet sich ein geschlossener Fertigungsprozeß dadurch aus, daß die Weiterleitung
der Produkteinheiten erst erfolgt, wenn ein Fertigungslos komplett auf der betrach-
teten Stufe fertiggestellt ist. In diesem Fall entsprechen Fertigungs- und Transport-

los einander.

Die logistischen Möglichkeiten in Fertigungssystemen beschränken sich allerdings
nicht nur auf diese beiden Transportvarianten. Vielmehr ist realistischerweise davon
auszugehen, daß eine Reihe weiterer Alternativen bestehen. Daraus ergibt sich die
Notwendigkeit, die Losgrößenmodelle dahingehend zu erweitern, daß neben der Be-
stimmung der Fertigungslosgröße nun zusätzlich eine Ermittlung der Transportlos-

größe stattfindet.

Die Grundlage der anschließenden Ausführungen stellen statisch deterministische
Einproduktlagerhaltungsmodelle dar. Soweit in den einzelnen Kapiteln keine abwei-
chenden Aussagen getroffen werden, gelten die folgenden Modellprämissen:4

• Die Fertigungs- und Transportlosgrößen werden für eine Produktart geplant.

• Alle Planungsparameter sind bekannt und konstant über die Zeit.

• Die Länge der Planungsperiode beträgt T.5

• Kapazitätsbeschränkungen können vernachlässigt werden.

• Das Auftreten von Fehlmengen ist nicht erlaubt.

• Die Weitergabe von Transportlosen kann bereits vor der vollständigen Her-
stellung eines Fertigungsloses erfolgen, wobei sicherzustellen ist, daß das Fer-
tigungslos ohne Unterbrechung mit nur einem Rüstvorgang produziert wird.

In der angelsächsischen Literatur werden die Begriffe batch (Szendrovits/Drezner, Multi-
Stage Production, 1980), subbatch (Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975, Szen-
drovits/Wesolowsky, Variations in Optimizing, 1979, Szendrovits/Truscott, Manufacturing
Cycle Time, 1989) und sublot (Glass/Gupta/Potts, Lot Streaming, 1994) für den Begriff
Transportlos verwendet.

Vgl. hierzu insbesondere Domschke/Scholl/Voß, Produktionsplanung, 1993, S. 63ff.

Die optimalen Ausprägungen der Entscheidungsvariablen statischer Lagerhaltungsmodelle
unterliegen nicht dem Einfluß des Planungshorizontes T. Bei der Modellierung wird aller-
dings angenommen, daß dieser hinreichend groß - genaugenommen unendlich - ist, um
aussagefähige Ergebnisanalysen zu ermöglichen. Vgl. Adam, Produktionsdurchiuhrungs-
planung, 1990, S. 857.
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• Die Fertigungslosgröße ist durch eine ganzzahlige Anzahl Transportvorgänge
zum Absatz zu befördern. Im Hinblick auf die Gestaltung der Transportlose ist
dabei das jeweils definierte Bildungsgesetz maßgebend.

• Produkteinheiten können beliebig (infinitesimal) geteilt werden.

• Die Absatzrate ist kleiner als die Produktionsrate.

• Die Lagerdauer der Erzeugnisse ist (im Rahmen sinnvoller Modellgrößen)
nicht begrenzt.

• Transport- und Rüstzeiten sind vernachlässigbar.

Dem hier gewählten Planungsansatz liegt eine kurzfristig orientierte Sichtweise zu-
grunde. Als entscheidungsrelevant werden nur solche Kosten erachtet, die sich
durch die Wahl der Fertigungs- und Transportlosgröße bzw. durch die zeitliche Ver-

teilung der Loserstellung beeinflussen lassen. Bei den entscheidungsrelevanten
Kosten kann danach differenziert werden, ob sie in Abhängigkeit von der Losgröße

variieren oder nicht. Zu den losfixen Kosten zählen zum einen solche, die bei einem
Fertigungswechsel von einer Produktart auf die andere für Umrüst-, Vorbereitungs-

und Anlaufprozesse anfallen. Während diese im folgenden vereinfachend Rüst-

kosten genannten Kosten je Fertigungslos Relevanz besitzen, können zu den los-
fixen Kosten zum anderen auch solche gerechnet werden, die sich auf ein Trans-
portlos beziehen. Hierzu zählen diejenigen Kosten, die für die Weitergabe eines
Transportloses zum Absatz anzusetzen sind, weil vereinfachend angenommen wird,
daß für jeden Transport ein fixer Kostensatz anfällt, der unabhängig von den zu

transportierenden Mengeneinheiten der Produktart ist.6 Die je Fertigungslos zu ver-
rechnenden Transportkosten ergeben sich damit aus der Multiplikation der Trans-

porthäufigkeit mit dem Transportkostensatz.

Von den losfixen Kosten können die Lagerhaltungskosten unterschieden werden.
Sie ergeben sich für ein Fertigungslos aus der monetären Bewertung des losbezoge-
nen Lagerbestandes mit dem Lagerhaltungskostensatz. Der Lagerbestand wird we-
sentlich durch die Transporthäufigkeit beeinflußt. So fuhrt bspw. eine hohe Trans-
porthäufigkeit annahmegemäß zu einer vergleichsweise starken Überlappung der
Produktion mit dem Absatz und der Folge, daß der Lagerbestand sinkt. Die Lager-

haltungskosten stellen im wesentlichen Kapitalbindungskosten dar.7

Der Transportkostensatz könnte alternativ auch aus einem fixen mengenunabhängigen Be-
standteil und einen mit der Transportmenge variierenden Bestandteil zusammengesetzt sein.

Zu einem solchen Vorschlag vgl. Goyal, Economic Batch Quantity, 1978, S. 270.

Entscheidungsrelevanz können auch Kosten für die Handhabung, Pflege und Versicherung
der gelagerten Güter erlangen, wenn ihre Höhe mit der Fertigungslosgröße variiert. Vgl.
Bogaschewsky, Losgröße, 1996, Sp. 1144.
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In Analogie zu den traditionellen Losgrößenmodellen entwickeln sich die Rüst- und

Lagerhaltungskosten in Abhängigkeit der Fertigungslosgröße gegensätzlich. Ver-

gleichsweise große (kleine) Fertigungslose fuhren einerseits zu wenigen (häufigen)

Sortenwechseln und damit zu geringen (hohen) Umrüstkosten im Planungszeitraum,

aber andererseits resultieren hieraus automatisch hohe (niedrigere) Lagerhal-

tungskosten. Das Problem, die gegensätzlichen Kostenverläufe auszugleichen, wird

im gewählten Planungsansatz um die logistische Fragestellung der Weitergabe von
Transportlosen ergänzt. Hiermit erlangen die Transportkosten automatisch Entschei-

dungsrelevanz und sind bei der Planung zusätzlich zu berücksichtigen. Da eine zu-
nehmende Transporthäufigkeit zwar mit steigenden Transportkosten verbunden ist,

aber gleichzeitig über eine Verringerung des Lagerbestandes zu sinkenden Lagerko-

sten fuhrt, gilt es, sämtliche entscheidungsrelevanten Kosten mit Hilfe eines simul-

tanen Planungsansatzes zu minimieren. Aufgrund der Modellannahmen ergibt sich

allerdings zwischen der Fertigungslosgröße, der/den Transportlosgröße(en) sowie
der Transporthäufigkeit eine funktionale Abhängigkeit, so daß die Lösung des Pla-
nungsproblems auf die Ermittlung der optimalen Ausprägungen der Fertigungslos-
größe sowie der Transporthäufigkeit reduziert werden kann.

Diesen Ausführungen folgend werden im zweiten Kapitel zwei unterschiedliche Pla-
nungsansätze dargestellt. Die erste, auf SZENDROVITS zurückzuführende Variante

geht davon aus, daß ein Fertigungslos in gleich große Transportlose aufgeteilt wer-
den kann.8 Der zweite, von GOYAL vorgeschlagene Ansatz sieht dagegen vor, ein
Fertigungslos derart zu teilen, daß sich die Transportlose entsprechend einer
geometrischen Reihe entwickeln.9 Dieser Abschnitt beschränkt sich dabei für beide
Alternativen auf die Ermittlung der Funktion der entscheidungsrelevanten Kosten,

Das dritte Kapitel zeigt für beide Varianten der Weitergabe von Transportlosen auf,
wie optimale Losgrößenpolitiken bestimmt werden können. Für die Modellfor-

mulierung mit unterschiedlichen Transportlosen erfolgen zwei Modifikationen des
auf GOYAL zurückgehenden Algorithmus. Es werden zwei Prozeduren entwickelt,
die insbesondere dann schnell zu der Optimallösung führen, wenn diese sich durch
eine hohe Transporthäufigkeit auszeichnet. Vor der Schlußbetrachtung endet der
dritte Abschnitt mit einem Zahlenbeispiel für alle vorgestellten Ansätze.

Vgl. Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975.

Vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977.
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2.1 SZENDROVITS Ansatz zur Berücksichtigung identischer Transportlose

Der in diesem Abschnitt dargestellte, auf SZENDROVITS10 basierende Ansatz be-

trachtet eine Planungssituation, die dadurch gekennzeichnet ist, daß zwischen der

Fertigungsstufe und dem Absatz nur die Weitergabe gleich großer Transportlose q

zulässig ist. Zur Ermittlung der entscheidungsrelevanten Kostenfunktion K(x,m),

welche abhängig ist von der Fertigungslosgröße x und der Transporthäufigkeit m,

soll zunächst auf die Lagerhaltungskosten eines Fertigungsloses LKL eingegangen

werden. Die Basis für die Bestimmung dieser Kosten stellt die sogenannte zeitge-

wichtete Lagerhaltung (Time [weighted] Process Inventory) TPISZ dar, mit deren

Hilfe sich die Fläche unter dem Lagerbestandsverlauf eines Fertigungsloses x be-

rechnen läßt.1! J3a armahrnegemäß die Produktionsgeschwindigkeit xpjS - gemessen

in Mengeneinheiten [ME] je Zeiteinheit [ZE] - größer ist als die Absatzrate xpjS+i

[ME/ZE], handelt es sich bei dem Absatzlager um ein Staulager. Der Ver-

deutlichung der Ermittlung der zeitgewichteten Lagerhaltung diene ein aus drei

gleich großen Transportlosen bestehendes Fertigungslos.

Der in Abbildung 2 wiedergegebene Lagerbestandsverlauf ist charakteristisch für
den Staulagerfall. Die im Rahmen der zeitgewichteten Lagerhaltung zu bestimmen-

de Fläche setzt sich damit unabhängig von der Anzahl der Transportlose aus den

dick eingerahmten Flächen A! bis A3 zusammen. Unter Ausnutzung der für die Pro-

duktionszeit tp=s bzw. Absatzzeit i+\ eines Fertigungsloses geltenden Relationen
t„ s = x/Xp s und tp5g+i = X/Xp)S+i können diese Flächen wie folgt dargestellt werden:

« tDLZ
p,s+l

tDLZ
V xp,s+l

p,s G 2-1

x

m

•21

r
x x

VXp,S Xp,S-i-l

t»)-
x 1 1

11L>LZ xp,s G 2-2

11

Vgl. Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975, S. 298 ff., Szendrovits, Rejoinder,
1976, S. 334 ff., Szendrovits/Wesolowsky, Variations in Optimizing, 1979, S. 329 ff., spe-
ziell S. 329-333.

Vgl. Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975S S. 302 f. Die nachfolgende Betrachtung
basiert auf dem von SZENDROVITS unter Bedingung 2 analysierten Fall.



2 Ansätze zur Planung der Fertigungslosgröße

X X
+ tpLZ '

xp,s xp,s+l /

tp,s+tp,s+l-lDLZ

•p,s.
- tDLZ

Ai= t DLZ •DLZ ' xp,s+l

-max

•p,s G 2-3

G 2-4

Abbildung 2: Zeitgewichtete Lagerhaltung für drei identische Transportlose

In der Abbildung 2 kennzeichnet trjLz ^e Durchlaufzeit eines Fertigungsloses, ge-
messen vom Produktionsbeginn bis zum Absatz der letzten Mengeneinheit des
jeweils betrachteten Loses. Die zeitgewichtete Lagerhaltung errechnet sich aus der
Summe der soeben definierten Flächen zu:

+A G 2-5

Einsetzen der Bestimmungsgleichungen der einzelnen Flächen (G 2-1 bis G 2-4) in
Gleichung G 2-5 und anschließendes Ausmultiplizieren erbringt nach der Zusam-
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menfassung gleichartiger Terme den folgenden Ausdruck für die zeitgewichtete La-
gerhaltung:12

— + — G 2-5.1
v p , s p,s+l/

Die Durchlaufzeit des gesamten Fertigungsloses durch das in Abbildung 2 be-
trachtete Produktionssystem ergibt sich zu:

*DLZ - tp.ste) + t^s+i G 2-6

Mit tp s(q) = — ̂  --- undtDS+] = — - — folgt daraus:
m m x

P,s
 X

P,S+I

tD Lz= — — + -1- G 2-6.1
m xp,s xp,s+l

Ersetzen der Durchlaufzeit in Gleichung G 2-5.1 durch Gleichung G 2-6.1 führt für
die zeitgewichtete Lagerhaltung zu:

m xp,s 2 Vxp,s+l xp,s
G 2-5.2

Bewertung der zeitgewichteten Lagerhaltung in Gleichung G 2-5.2 mit dem Lager-
haltungskostensatz CL]S - gemessen in Geldeinheiten [GE] je [ME] und [ZE] -
ergibt die Lagerhaltungskosten pro Fertigungslos:

x CL x
2 ( i i ")

LK L =x ^ + — -cL s G 2-7
m if / \ "v -i v

Im Hinblick auf die entscheidungsrelevanten Kosten eines Fertigungsloses sind
neben den soeben berechneten losweisen Lagerhaltungskosten weiterhin die los-

fixen Rüst- und Transportkosten zu berücksichtigen. Da die produzierende Stufe ein

Fertigungslos ohne Unterbrechung herstellt, bedarf es je Fertigungslos nur des ein

maligen Rüstens. Die losweisen Rüstkosten 13 entsprechen damit dem Rüstkosten-
satz kj^g der Fertigungsstufe.

LK R =k R j S G 2-8

Durch Multiplikation des fixen Kostensatzes k? s je Transport mit der je Fertigungs-

los gewählten Transporthäufigkeit m können die los-weisen Transportkosten be-

stimmt werden:

Für eine ausführliche Darstellung zur Ermittlung der Bestimmungsgleichung der zeitge-
wichteten Lagerhaltung vgl. Anhang A.

Annahmegemäß steht die Fertigungsstufe in der durch tDLZ - tp,s gekennzeichneten Zeit-
spanne für die Fertigung anderer Produkte zur Verfügung.
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LKT -kT>s -m G 2-9

Die im Planungszeitraum entscheidungsrelevanten Gesamtkosten ergeben sich, in-
dem die jeweiligen losweisen Kosten der Gleichungen G 2-7 bis G 2-9 mit der An-

zahl aufzulegender Lose (n bzw., da B = n-x, mit B/x) multipliziert und anschlie-
ßend summiert werden:

K ( v m\ -
X 'CL,S'B X

x p j S -m 2
f 1
Vxp,s-t-l

0 R f tcL,s " ' i^'c
xp,sy

\ B

' X
G 2-10

2.2 GOYALS Ansatz zur Berücksichtigung unterschiedlicher Transportlose

Im Gegensatz zum Abschnitt 2.1 besteht nun die Möglichkeit, ein Fertigungslos mit
Hilfe unterschiedlich großer Transportlose zum Absatz weiterzuleiten. In diesem
Abschnitt wird eine auf GOYAL14 basierende Modellformulierung vorgestellt. Zu-
nächst soll wiederum lediglich die Funktion der entscheidungsrelevanten Kosten
aufgestellt werden. Da die Aufsplittung des Fertigungsloses in Transportlose auch in
diesem Ansatz nicht willkürlich erfolgt, soll vorerst auf das diesem Modell zugrun-
deliegende Bildungsgesetz eingegangen werden.

Zur Veranschaulichung diene wiederum ein sich aus drei unterschiedlich großen
Transportlosen zusammensetzendes Fertigungslos. Das noch zu definierende Bil-
dungsgesetz der Transportlose ermöglicht, wie der Abbildung 3 entnommen werden
kann, daß - im Unterschied zu Abschnitt 2.1 - kein Transportlos mehr in seiner ge-
samten Größe über einen bestimmten Zeitraum auf Lager liegt. Für die in Abbil-
dung 3 enthaltenen Fertigungszeiten tpj (qj) der Stufe l gilt in Abhängigkeit von
der Transportlosgröße qi, 1=1(1)3:

B 2-11

Entsprechend gilt für die zeitlichen Absatzreichweiten tp

XP,2 xp,2
B 2-12

Setzt sich ein Fertigungslos aus m Transportlosen zusammen, so gilt für die Bear-
beitungszeiten (vgl. hierzu auch Abbildung 3):15

fiiri = l l m - l G 2-13

14

15
Vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 866 ff.

Die Schreibweise i=l(l)m-l entspricht der ganzzahligen Erhöhung der Laufvariable i von l
bis m-1. Gebräuchlich ist auch die Verwendung der Schreibweise i-1, 2,..., m-1.
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Abbildung 3: Exemplarischer Lagerbestandsverlauf der Transportlose im Ansatz
von GOYAL

Unter Verwendung der Gleichungen B 2-11, B 2-12 und G 2-13 resultiert aus den
Bearbeitungszeiten der Transportlose:

q2 _ qi
xp,l xp,2

33 q2

xp,2

xp,l xp,2 xp,l xp,2 xp,2 .XP,2.

B 2-14

B 2-15

Die Produktionszeit eines Fertigungsloses auf Stufe eins ergibt sich mit den
relevanten Gleichungen aus B 2-11 sowie B 2-14 und 2-15 zu;l6

2
B 2-16

XP,I i XP,I
xp,l xp,l xp?l

 xp,l xp,l xp,2 xp,l Vxp,2J

Einsetzen der für ein Fertigungslos geltenden Relationen t p ) 1 - x p ) i = x bzw.

tp)] =x /x p t j in Gleichung B 2-16 fuhrt zu:

XP,I
xp,2

XP,I
XP,2.

B 2-17

Anhand von Gleichung B 2-17 kann somit festgestellt werden, daß die Transportlos-

größen einer geometrischen Reihe folgen. In einer rekursiven Form läßt sich ein

*« Die Herleitung über tpi2 führt zu identischen Ergebnissen.
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Transportlos aus dem vorhergehenden Transportlos durch Multiplikation mit dem
Quotienten xp)i/xp)2 ableiten. Ein Fertigungslos stellt damit die Partialsumme der
eine geometrische Reihe bildenden Transportlose dar. Das Fertigungslos des Bei-
spieles kann daher auch ausgedrückt werden durch:

M3 -i M-i
X * Q 0 1 0B 2-18

- P,
Für den allgemeinen Fall mit xpii = xpjS und xpj2 = xpjS+i bei m Transportlosen kann

festgehalten werden:

m-\ / -Im _

Z P.S P,« "V P,S /-> 1 1 A
q i = q l + q -- *—+...+q i - — £- = q i - y — — G 2-19

Y , l TC * ^ \ Yi=t AP,S+I \Ap,s+iy

und demzufolge gilt:

Xp,S+l
-l

xp,s -l

Zur vereinfachten Schreibweise sei:

l XD s, i J
q i -x -A( q i ,m) mit: A(qi jm)- £ G 2-19.1

Mit dem Bildungsgesetz für die Transportlose ist die Grundlage für die Bestimmung
der losweisen Lagerhaltungskosten gelegt. Unter Beibehaltung der bisherigen Vor-
gehensweise werden sie zunächst für das in Abbildung 3 vorgestellte Beispiel
ermittelt. Die losweisen Lagerhaltungskosten ergeben sich damit durch Summation
der Lagerhaltungskosten der drei Transportlose:

LKL=LKL(qi) + LKL(q2) + LKL(q3) B 2-20

Für die Berechnung der transportlosbezogenen Lagerhaltungskosten ist zu berücksi-
chtigen, daß der maximale Lagerbestand die Größe des entsprechenden Transport-

loses besitzt. Über die gesamte Produktions- und Absatzzeit eines Transportloses
liegt aber durchschnittlich nur genau die Hälfte des Maximalwertes auf Lager und
ist somit in die Bestimmung der angesprochenen Kostengröße einzubeziehen. Die
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Verwendung der Gleichungen B 2-11 bis B 2-15 fuhrt zu folgenden Lagerhaltungs-

kosten der Transportlose:

p,l

)
2

P,l

+ —TCU

B 2-21

2 xp,2 Vxp,l

—2 x

l
xp,2

' CL l = --
2

2 xp,l

XP,1 VXP,2
'CL,1

'

B 2-22

B 2-23

Die Lagerhaltungskosten pro Los resultieren aus dem Einsetzen der Gleichungen
B 2-21 bis B 2-23 in Gleichung B 2-20:

_LR = l +
2 lxp,l xp,2 xp,2

XP,1

fhr-+rZ. \ AT- l A«

,XP,2.

In allgemeiner Form gilt:

LK, =SL.

B 2-24

G 2-25
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( v ^2m

, , , , > brr -1
-D(qbm)-cL)S mit: D(q,,tn) = ———r— G 2-25.1

xp,s xp,s+i

Wird des weiteren qj, in Gleichung G 2-25.1 durch Gleichung G 2-19.1 substituiert,

so lassen sich die Lagerhaltungskosten für ein Fertigungslos wie folgt angeben:

x2-[Ä(qi,m)]2 f l l V
LKL = 1 i_. + •Dfai.nO-CL.a G 2-26

Vxp,s xp,s+17

Unter Berücksichtigung der relevanten losweisen Rüst- und Transportkosten be-

rechnen sich die im Planungszeitraum entscheidungsrelevanten Kosten in Analogie

zum vorhergehenden Abschnitt durch die Multiplikation der losweisen Kosten-
größen mit der Anzahl aufzulegender Lose (n = B/x). Die im Planungsansatz von
GOYAL zu minimierende Kostenfunktion lautet damit:

'j f \
v, -, *-[A(qi,m)] 1 1 ] - . x B -, ,, 0„K(x,m)=—*— J-. + •cL j S-D(q1 ,m)-B + (kRiS + kT i S-m)— G 2-27

2 Vxp,s xp,s+iy x

In einer anderen Formulierung kann G 2-27 auch wie folgt geschrieben werden:17

X - C T . • A(q 1 f m)-B v l l
K(x,m) = L's w' - + f — .cL>s.B + (kR>s+kT,s.m).° 02-28

xp,s *• vxp,s+i xp>s/ x

mit: A(q,.mW pri - G 2-28.1 18v ^ i / , -.

Diese Darstellung ermöglicht einen direkten Vergleich mit der in Abschnitt 2.1 er-

mittelten Kostenfunktion G 2-10. Es stellt sich heraus, daß G 2-10 und G 2-28 nur

bei der Berechnung der Lagerhaltungskosten einen Unterschied aufweisen. Wäh-

rend im Falle ungleich großer Transportlose der Ausdruck ACq^m) im ersten

Quotienten Verwendung findet, wird dort für identische Transportlose der Ausdruck

l /m angesetzt. Diese Ausdrücke determinieren damit die Struktur der Transportlos-

bildung.

17 Vgl. Anhang B oder Bogaschewsky/Buscher/Lindner, Simultanplanung, 1999, S. 6 ff.
18 Vgl. G 2-19.1.
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3 Bestimmung optimaler Losgrößenpolitiken

3.1 Optimierung bei identischen Transportlosgrößen19

In diesem Abschnitt wird die Berrechung der optimalen Fertigungslosgröße und
Transporthäufigkeit für den Fall gezeigt, daß die Weitergabe eines Fertigungsloses
zum Absatz durch identische Transportlose erfolgt. Den Ausgangspunkt der Überle-
gungen stellt die in Abschnitt 2.1 ermittelte Kostenfunktion G 2.10 dar. Zunächst

werden die für die Optimierungsprozedur notwendigen Bestimmungsgleichungen

hergeleitet.

Um die optimale Fertigungslosgröße für einen gegeben Wert der Transporthäufig-
keit zu erhalten, muß Gleichung G 2-10 partiell nach x differenziert und anschlie-
ßend gleich null gesetzt werden:20

.i^^r^L^^Y ( m^B G2_10
x X ' x

aK(x,m) cU s -B i i \ B A Ä -, ,
' -— - + -' --- .cL)S.B-(kR>s + kT i S-m)-— =0 A 3-1

öx x p ] S -m 2 Up,s+i xp,s; x2

Als optimale Fertigungslosgröße für einen gegebenen Wert von m ergibt sich:

G 3-2
£**_+!. _i

•m 2 l x

Die zugehörige optimale Transportlosgröße bestimmt sich, indem die nach Glei-
chung G 3-2 ermittelte optimale Fertigungslosgröße durch die gegebene Transport-
häufigkeit m dividiert wird. Allgemein gilt:

q = JL G 3-3
m

Es werden somit - wie für die Fertigungslosgröße - keine Ganzzahligkeitsanforde-

rungen an die Transportlosgröße gestellt.

19 Vgl. Szendrovits, Rejoinder, 1976, S. 337 f., Bogaschewsky, Planung, 1998, S. 296 ff.,
Bogaschewsky/Buscher, Transportlosgrößenplanung, 1999.

Für die hinreichende Bedingung vgl. den Konvexitätsbeweis in Anhang C 1.
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Die Ermittlung der optimalen reellwertigen Transporthäufigkeit m^(x) für einen

gegebenen Wert von x setzt voraus, daß Gleichung G 2-10 partiell nach m differen-
ziert und anschließend gleich null gesetzt wird:21

öK(x,m)
xp,s'm

A 3-4

Die optimale reellwertige Transporthäufigkeit für ein gegebenes x berechnet sich

damit wie folgt:

G 3-5
p,s

Für die Optimierungsprozedur ist allerdings die Kenntnis des globalen Optimums
der Transporthäufigkeit erforderlich. Da es mit Hilfe von G 3-5 nur bestimmt
werden kann, wenn die global optimale Fertigungslosgröße bekannt ist, konzentrie-
ren sich die folgenden Ausführungen auf die Ermittlung dieser Größe. Um die
Kostenfunktion allein in Abhängigkeit von x zu formulieren, ist m in Gleichung G
2-10 durch Gleichung G 3-5 zu ersetzen. Der Übersichtlichkeit halber werden die
nachstehenden Vereinfachungen verwendet:

l i
•p,s

Die Nutzung der Vereinfachungen führt zu folgender Kostenfunktion:

K(X) = -X 'P-B

Nach Rücksetzung der Vereinfachungen ergibt sich:

ci ,, •

•p,s •p,s+l

B

x
G3-6

Die notwendige Optimalitätsbedingung resultiert aus der Differentiation der Glei-
chung G 3-6 nach x und anschließendem Nullsetzen:

Für die hinreichende Bedingung vgl. den relevanten Konvexitätsbeweis in Anhang C 2.
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X) l l l B ' A , 7' -_.) | - c i c - B - k ß c • —= 0 A 3-7
2

Das globale Optimum der Fertigungslosgröße errechnet sich damit aus:

xo
opt 3-8

Ap,s

Die obige Gleichung zeigt interessanterweise auf, daß die optimale Losgröße der

rein offenen Fertigung zugleich das globale Optimum der Fertigungslosgröße unter

Berücksichtigung identischer Transportlose determiniert.22 Zur Ermittlung des glo-

balen Optimums der Transporthäufigkeit braucht G 3-8 nur noch in G 3-5 eingesetzt

zu werden. Als Bestimmungsgleichung ergibt sich:

" l l ) V*w'*T,
.xp,s+I

?—^ G 3-9

-T,s

Die Ausprägungen der Fertigungslosgröße sowie der Transporthäufigkeit im globa-

len Kostenminimum bilden eine nicht zu unterschreitende untere Schranke der er-
reichbaren minimalen entscheidungsrelevanten Gesamtkosten. Dabei wird in der
Regel der Fall auftreten, daß die Transporthäufigkeit im globalen Optimum einen
nicht ganzzahligen Wert annimmt (vgl. auch G 3-9). Realistischerweise kann ein
Fertigungslos aber nur in einer ganzzahligen Anzahl von Transportlosen zwischen
der Fertigungsstufe und dem Absatz weitergeleitet werden. Damit ist die Transport-
häufigkeit als diskrete Variable aufzufassen.23

Zur Ermittlung der ganzzahligen optimalen Transporthäufigkeit kann auf eine aus-
schließlich von m abhängige Kostenfunktion - im folgenden als kontinuierliche
Kostenfunktion für m bezeichnete Funktion - zurückgegriffen werden, die für einen
gegebenen Wert von m die nicht zu unterschreitenden entscheidungsrelevanten

Vgl. zur Bestimmungsgleichung der optimalen Losgröße der rein offenen Fertigung z.B.
Bloech et al., Produktion, 1998, S. 250 ff., Bogaschewsky, Losgröße, 1996, Sp. 1146 ff.

23 Vgl. dazu Goyal, Note, 1976, S. 332.
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Kosten abbildet.24 In allgemeiner Form ergibt sich die kontinuierliche Kostenfunk-

tion für m, wenn x in G 2-10 durch G 3-2 ersetzt wird. Zur Ableitung der Kosten-
funktion werden die nachfolgenden Vereinfachungen verwendet:

CL,S
xp,s'm 2 lxp,s+I

Anwendung der Vereinfachungen in der Kostenfunktion G 2-10 sowie anschließen-
de Substitution der Fertigungslosgrößenvariable x durch G 3-2 ergeben:

D

—
x

Werden auch diese Vereinfachungen wieder rückgängig gemacht, so erhält man als
kontinuierliche Kostenfunktion für m:

(k R ) S +k T > s -m)
cL,s l l l
p,s p,s.

G 3-10

Da die Fertigungslosgröße per Definition keinen Ganzzahligkeitsanforderungen
unterliegt, kommen aufgrund der Konvexität der Kostenfunktion bezüglich m nur
die beiden ganzzahligen Ausprägungen von m als kostenminimierende Optima in
Frage, die in direkter Nachbarschaft zu dem nicht ganzzahligen globalen Optimum
von m liegen.25 Aus diesen beiden Ausprägungen der Transporthäufigkeit ist
anhand eines mit Hilfe von G 3-10 durchzuführenden Kostenvergleiches diejenige
auszuwählen, die die entscheidungsrelevanten Kosten minimiert. Die optimale Ferti-
gungslosgröße läßt sich bestimmen, indem der optimale ganzzahlige Wert von m in
G 3-2 eingesetzt wird.26 Der Veranschaulichung der Optimierungsprozedur dient
die Abbildung 4.27

24

25

26

Aufgrund der Konvexität der Kostenfunktion bezüglich x existiert für diesen Wert von m
keine weitere Losgröße, die für genau dieses m zu geringeren Kosten im Planungszeitraum

fuhrt.

Falls sich für die global optimale Transporthäufigkeit ein ganzzahliger Wert ergibt, dann
wird der im folgenden angesprochene Kostenvergleich hinfällig.

Eine andere Möglichkeit der Ermittlung der kostenoptimalen Ausprägungen von x und m
besteht darin, für die beiden relevanten ganzzahligen Werte der Transporthäufigkeit die
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K A

SZ.LmoPtJ m
sz
opt

sz m

Abbildung 4: Bestimmung der optimalen ganzzahligen Transporthäufigkeit
bei identischen Transportlosen

3.2 Optimierung bei unterschiedlichen Transportlosen

3.2.1 GOYALS Optimierungsansatz

Im Gegensatz zum Abschnitt 3.1 wird im folgenden eine Planungssituation betrach-

tet, in der die Beförderung von Transportlosen unterschiedlicher Größe zwischen
der Fertigungsstufe und dem Absatz zulässig ist. Falls ein konkretes Fertigungs-
system die entsprechenden Freiheitsgrade aufweist, läßt sich durch die Bildung un-
gleicher Transportlose eine Reduktion der entscheidungsrelevanten Kosten gegen-

über der Planung identischer Transportlose erreichen.28 Die Transportlosgrößen

sind dabei entsprechend einer geometrischen Reihe zu gestalten (vgl. G 2-19). Die

Gleichung G 2-28 repräsentiert demzufolge die zu minimierende Zielfunktion.

entsprechenden optimalen Ausprägungen der Fertigungslosgröße mit Hilfe von G 3-2 zu be-
stimmen und nachfolgend für die beiden zusammengehörigen Wertepaare die Kosten nach
G 2-10 zu errechnen, um das kostenminimierende Wertepaar auszuwählen. Vgl. dazu Boga-
sche wsky/Buscher, Transportlosgrößenplanung, 1999.

27 Sx l s/
Mit m0pt bzw. m^ ist die direkt benachbarte kleinere bzw. größere ganzzahlige

L J

Transporthäufigkeit benannt.

Vgl. Goyal, Optimum Production Quantiry, 1977, S. 869 f.
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K(x,m) =
x-c L s -A(q b m)-B x

'
2 xp,s+l xp,s.

•- G 2-28
x

mit: A(q t,m) =
m

G 2-28.1

,xp,s+lj

Zur Bestimmung der optimalen Fertigungslosgröße für einen gegebenen Wert der
Transporthäufigkeit ist es zunächst notwendig, G 2-28 partiell nach x abzuleiten und
anschließend gleich null zu setzen:29

öK(X )m)_cL i S -A(q bm)-B l

5x 2 x, p,s.
--5- = o A3-11
x

Die optimale Fertigungslosgröße für ein gegebenes m ergibt sich damit zu:

xG- fml-Aopnm'
-

kRiS + kT i S-m

X 7 \ V Yn c •** \ •**• n -̂4- 1 *̂  T^ ^p, j \ p,oT^ i r*?a '

•CL,S
G 3-12

Auch der auf GOYAL basierende Algorithmus bedarf zur Lösungsfmdung der konti-
nuierlichen Kostenfunktion für m. Die Interpretation dieser Funktion unterscheidet
sich nicht von derjenigen im Abschnitt 3.1. Für die Herleitung dieser Kostenfunk-
tion werden die folgenden Vereinfachungen definiert:

a =
CL,s'A(qt,ni) 1 ( 1 l

Substitution von x in G 2-28 durch G 3-12 fuhrt unter Rückgriff auf die Vereinfach-
ungen zu:

Für die hinreichende Bedingung vgl. den relevanten Konvexitätsbeweis in Anhang C 1.
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Die kontinuierliche Kostenfunktion für m lautet demzufolge;

K(m) = 2-B
xp,s 2 Vxp,s-t-l xp,s.

G 3-13

Da sich anders als bei der Planung identischer Transportlose die globalen Optima
der Fertigungslosgröße bzw. der Transporthäufigkeit nicht ohne weiteres mit Hilfe
von Bestirnmungsgleichungen direkt ermitteln lassen, nutzt die im folgenden vorzu-
stellende Optimierungsprozedur eine iterative Vorgehensweise .30

Wieder stelle die Transporthäufigkeit m eine diskrete Variable dar. Auch für diesen
Lösungsansatz gilt, daß für jedes m - und damit auch für jedes ganzzahlige m - eine
Fertigungslosgröße existiert, die zu minimalen Kosten im Planungszeitraum führt.
Der Lösungsalgorithmus zur Ermittlung der optimalen ganzzahligen Transport-
häufigkeit nutzt die Tatsache aus, daß die Kostenfunktion bezüglich m einen kon-
vexen Verlauf aufweist.31 Dabei repräsentiert m = l die kleinste zulässige Trans-
porthäufigkeit. Beginnend mit diesem Startwert werden die zugehörigen Kosten
nach G 3-13 solange für jede nächsthöhere ganzzahlige Ausprägung von m ermit-
telt, bis erstmals festgestellt wird, daß die für eine Transporthäufigkeit errechneten
Kosten größer sind, als die optimalen Kosten der nächstkleineren Transporthäufig-
keit (vgl. Abbildung 5). Der konvexe Verlauf der Kostenfunktion garantiert, daß
oberhalb der als letztes betrachteten Transporthäufigkeit kein weiterer Wert exi-
stiert, der zu geringeren Kosten führt. Die Planungslösung muß damit der folgenden
Optimalitätsbedingung genügen:

K(m* t - 1) > K(mS t ) K(m^ t + 1) 32 G 3-14pt - pt

Die der ermittelten Lösung entsprechende Fertigungslosgröße kann anschließend
mit Hilfe von G 3-12 berechnet werden.

30 Der gewählte Lösungsansatz ist im wesentlichen identisch mit der von GOYAL vorgeschla-
genen Optimierungsprozedur. Vgl. Goyal, Optimum Production Quatity, 1977, S. 868.

Vgl. den relevanten Konvexitätsbeweis in Anhang C 3.
32 Vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 868.
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Berechne K(m)

1r

Abbildung 5: GOYALS Optimierungsalgorithmus

3.2.2 Modifizierte Optimierungsansätze

Der auf GOYAL basierende Optimierungsansatz erweist sich immer dann als auf-
wendig, wenn die Beförderung der Fertigungslosgröße im Optimum mit einer
großen Anzahl von Transporten zum Absatz erfolgt. Aufgrund dieses Sachverhaltes
sollen in diesem Abschnitt zwei Algorithmen vorgestellt werden, deren Grundge-
danke darin besteht, die Überprüfung der Transporthäufigkeit nicht bei m = l zu
beginnen, sondern bei einem höheren Wert. Grundsätzlich verringert sich dadurch
die Anzahl der erforderlichen Iterationen zur Ermittlung der optimalen ganzzahligen
Transporthäufigkeit. Ausgehend von den jeweils verfahrensspezifischen Startwerten
für m ist für beide Ansätze sicherzustellen, daß auch tatsächlich die optimale ganz-
zahlige Transporthäufigkeit berechnet wird.

ALGORITHMUS I:

Zur Ermittlung des Startwertes für m wird auf die Fertigungslosgröße der offenen
Fertigung x°pt zurückgegriffen. Für diese Losgröße führt nur die optimale reellwer-
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tige Transporthäufigkeit m^ opt) zu minimalen Kosten. Zur Bestimmung dieser

Transporthäufigkeit wird x£pt (vgl. G 3-8) in G 2-28 eingesetzt, die Kostenfunktion

nach m abgeleitet, gleich null gesetzt und schließlich nach m aufgelöst:

B

Aopt

G 2-28.2

( -°

_ i

mit: A(q1>m) =

aK(m,x°pt)

-p,s

CL,s'A '(qi,m)-B

9m opt

33

•p,s

Nach dem Einsetzen von G 3-8 ergibt sich:

l i
Vxp,s+l xp,sJ

2-k R , s -A'(qi ,m)

X p,s

.xp,s+l
-l

G 2-28.1

A 3-15

G 3-16

An dieser Stelle bietet es sich an, mit Hilfe der Quotientenregel die explizite Ablei-
tung von A(q l3m) nach m anzugeben. Hier und im folgenden werden die nach-

stehenden Vereinfachungen verwendet:

m

L = mit L > l und Z =
,xp,s-fl

mit Z > l sowie m > 0

G 3-17

33
A'Cq^m) möge die Ableitung von A(qlsm) nach m darstellen. Auf die explizite Ablei-
tung wird aus Gründen der Übersichtlichkeit zunächst verzichtet.
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Einsetzen von G3-17inG3-16 ergibt:

(Z-l)

G 3-18

Z - Z
2-kR s-ln(L)

T,s

k R s - ln (L)
*

kR,s-ln(L)
kT,s

G 3-19

Nur der positive Wurzelausdruck ist relevant, weil andernfalls die Bedingung Z > l

nicht gewährleistet wäre. Die optimale reellwertige Transporthäufigkeit bezüglich
XOP( kann berechnet werden, indem die Gleichung Z = Lm auf beiden Seiten loga-

rithmiert und anschließend nach m umgeformt wird:

m-ln(L) =

Demzufolge gilt:

™G UQmopt Aopt
In (L)

G 3-20

Rücksetzung der Vereinfachungen ergibt:

In

rnG
opt

C ( xp,s ~\ -\

[ 1

v )

i r XP=S iKR,s m

+ 1

G 3-21

In
,xp,s+l.

Aus der Definition der kontinuierlichen Kostenfunktion K(m) folgt, daß die optima-

len Kosten für ein spezielles m exakt durch den anhand von K(m) ermittelten Wert

abgebildet werden. Demzufolge liegt der Punkt mG L.o
ODt ,K mG f „ o

opt auf

K(m). Darüber hinaus gelingt der Beweis, daß die kontinuierliche Kostenfunktion
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im Punkt m£pt x°pt eine negative Steigung besitzt.34 Aufgrund ihres konvexen

Verlaufes hat sie daher auch bei der kleineren Transporthäufigkeit

einen negativen Anstieg. Dies bedeutet gleichzeitig, daß bei Verwendung von

^opt(xopt)l als Startwert in keinem Fall zu Beginn des modifizierten iterativen

Suchprozesses die optimale ganzzahlige Transporthäufigkeit überschritten wird.
Nach der Bestimmung des verbesserten Startwertes nimmt die modifizierte Opti-
mierungsprozedur die Vorgehensweise von GOYAL auf. Abbildung 6 gibt die Er-
mittlung des verbesserten Startwertes wieder.

Startwrtbcsüiramiii s des
modifizierten Algorithmus

Abbildung 6: Startwertbestimmung des modifizierten Optimierungsansatzes-
ALGORITHUMSI

Im Gegensatz zu dem auf GOYAL basierenden Ansatz stellt nicht m = l den Start-

wert des Algorithmus I dar, sondern wird durch die Transporthäufigkeit

determiniert. Diesem eher geringen zusätzlichen Berechnungsaufwand steht eine
wesentlich verminderte Anzahl von auf Optimalität zu überprüfenden Transport-
häufigkeiten gegenüber.

ALGORITHMUS II:

Im Rahmen dieses Lösungsansatzes dient das - sehr einfach zu ermittelnde - globa-
le Optimum der Transporthäufigkeit bei Weitergabe identischer Transportlose nÄ

Vergleiche hierzu Anhang D.
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(vgl. G 3-9) als Ausgangspunkt zur Bestimmung des modifizierten Startwertes be-
züglich m. Für die nachfolgenden Ausführungen sei vorerst angenommen, daß m^

kein ganzzahliger Wert ist (vgl. Abbildung 7). Im Unterschied zu ALGORITHMUS
I tritt jetzt der Fall auf, daß die korrespondierende Ausprägung l m^ l entweder

kleiner oder größer als die zu bestimmende optimale Transporthäufigkeit sein kann.
Damit ist neben der Festsetzung des noch zu spezifizierenden Startwertes für m
ebenfalls zu entscheiden, ob von diesem Wert ausgehend, die Lösungssuche in
Richtung kleinerer oder größerer Ausprägungen der Transporthäufigkeit fortzu-
setzen ist.

Startwertbestimmung des
ALGORITHMUS II

3 r
s?Berechne m0pt

nein

t

m := 1

Berechne

Kfmg-DundKK^l)

i r

Abbildung 7: Startwertbestimmung des Algorithmus II

Um die aufgeworfenen Fragestellungen zu beantworten, sind die beiden ganz-
zahligen Transporthäufigkeiten l m^ und fm^ l einem Kostenvergleich unter

Nutzung der kontinuierlichen Kostenfunktion K(m) (vgl. G 3-13) zu unterziehen.
Hierbei repräsentiert die kostengünstigere Transportanzahl den gesuchten Anfangs-

wert hinsichtlich m. Bildet l mS l bzw. [mSl den relevanten Wert ab, dann ist inlopt J *"opt

Richtung kleinerer bzw. größerer Ausprägungen der Transporthäufigkeit nach
möglichen kostenverbessernden Lösungen zu suchen. Der Abbildung 8 kann ent-
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nommen werden, daß auch für diesen Ansatz gilt, daß nach der Berechnung des
Startwertes für m unabhängig von der konkreten Suchrichtung in strukturell ver-
gleichbarer Weise die Optimierungsprozedur von GOYAL zur Gewinnung der

Optimallösung Anwendung findet. Der konvexe Verlauf der Funktion K(m) bezüg-
lich m stellt dabei wiederum die Optimalität einer auf diese Art und Weise ermit-
telten Planungslösung sicher.

Abbildung 8: Optimierungsprozedur des Algorithmus II

Falls im Gegensatz zu den bisherigen Ausführungen bei dem Kostenvergleich von
lmop t l und [~niopt] eine Kostenidentität konstatiert wird, so ist es unter Optimie-

rungsgesichtspunkten unerheblich, welche der beiden ganzzahligen Transporthäu-
figkeiten Verwendung findet. In diesem Fall können weiterführende Berechnungen

'-"/

moptl die beiden dem globalen Optimum der Transporthäufigkeit dieses Modell-

ansatzes direkt benachbarten ganzzahligen Ausprägungen repräsentieren. Aufgrund
der bereits angesprochenen KcJvexitätseigenschaft der Funktion K(m) bezüglich m
ist garantiert, daß keine kostengünstigeren Lösungen existieren können.
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Oft wird rn^pt eine nicht ganzzahlige Ausprägung sein. Tritt jedoch ein ganzzahliger

Wert für m™t bei einer speziellen Parameterkonstellation auf, dann ist die

Lösungsfindung um die in der Abbildung 7 angegebenen zusätzlichen Rechen-

schritte zu ergänzen.

Anhand einer Vielzahl von getesteten Rechenbeispielen konnte festgestellt werden,
daß die Startwerte der Transporthäufigkeit m im allgemeinen bei ALGORITHMUS
I und ALGORITHMUS II nur geringfügige Abweichungen aufweisen und somit der
zur Lösungsfindung erforderliche Aufwand beider Verfahren annähernd gleich ist.
Allerdings kann in bezug auf ALGORITHMUS II bei einer ungünstigen Para-
meterlage der Fall eintreten, daß zur Ermittlung der Optimallösung eine erheblich
größere Anzahl von Iterationen benötigt wird, als mit GOYAL's Optimierungs-
ansatz. Abschließend ist damit zu konstatieren, daß sich die beiden modifizierten
Algorithmen inbesondere dann als besonders leistungsfähig erweisen, wenn im
Optimum Fertigungslose mit einer großen Anzahl von Transporten zum Absatz be-
fördert werden.

3.3 Veranschaulichung durch ein Zahlenbeispiel

Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, die im Arbeitsbericht vorgestellten An-
sätze der simultanen Fertigungs- und Transportlosgrößenplanung anhand eines nu-
merischen Beispieles zu illustrieren. Für eine im Rahmen einer Serienfertigung
herzustellende Produktart gelten die folgenden Parameterwerte:

XP,1
120

XP,2

90

CL,I
0,3

kR,l

200

kT,l

10

Tabelle 1: Parameterwerte des Zahlenbeispiels

In dem 150 ZE umfassenden Planungszeitraum ist ein Bedarf von B = xp2'T =
90-150 = 13.500 Mengeneinheiten der Produktart zu befriedigen.

Optimale Losgrößenpolitik im Falle identischer Transportlose:

Im Falle identischer Transportlose erfordert die Lösungsfindung zunächst die Be-
rechnung des globalen Optimums der Transporthäufigkeit (vgl. G 3-9):

mmopt =
2-200

120

90

-10,95
-1 -10

Die Transporthäufigkeiten m = 10 und m = 11 sind die dem ermittelten reellen Wert
direkt benachbarten ganzzahligen Ausprägungen. Beide Alternativen sind jetzt be-
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züglich der entscheidungsrelevanten Kosten nach Gleichung G 3-10 zu vergleichen.
Es ergibt sich:

K(m = 10) = 2 -13500- 1(200+ 10-10)
0,3 i r i

120-10 2 V90 120
l

0,3 = 12.074,77

-12.063,33

Für die optimale Transporthäufigkeit von m = 11 kann mit Hilfe von G 3-2 die ko-
stenminimierende Fertigungslosgröße bestimmt werden:

(200 + 10 11). o,
120

3

11
+

1

2
fj
V 90

n
120 J

•o,3

200 + 10-11
0,3

120-11 2 V90 120

= 693,84

Als optimale (nicht ganzzahlige) Transportlosgröße ergibt sich (vgl. G 3-3):

693,84
q =

11
-63,08

Optimale Losgrößenpolitik im Falle unterschiedlicher Transportlose:

Erfolgt die Weitergabe eines Fertigungsloses durch Transportlosgrößen, die sich
entsprechend einer geometrischen Reihe entwickeln, so sieht der auf GOYAL basie-
rende iterative Lösungsansatz vor, die entscheidungsrelevanten Kosten beginnend
mit m = l zu bestimmen. Die Kostenentwicklung in Abhängigkeit der Transport-
häufigkeit gibt Tabelle 2 wieder:

m
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11

K(rn)
21.130,84
15.448,65
13.108,16
11.848,40
11.099,18
10.638,29
10.357,61
10.196,75
10.118,76
10.099,53

10.122,61

Tabelle 2: GOYALS Optimierungsrechnung für das Zahlenbeispiel

Da für m = 11 erstmals ein Kostenanstieg gegenüber dem nächstkleineren Wert kon-
statiert werden kann, erfüllt die Transporthäufigkeit m - 10 die definierte Optimali-
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tätsbedingung G 3-14. Exemplarisch werden für die optimale Transporthäufigkeit
von m = 10 die entscheidungsrelevanten Kosten gemäß Gleichung G 3-13 be-
rechnet:

(200 + 10-10)

0,3

120

90
-l

J \ \ l
120 2 V90 120

0,3 = 10.099,53

Für m = 10 resultiert aus Gleichung G 3-12 eine kostenminimierende Fertigungslos-
größe von:

200 + 10-10

0,3-

( N

120
90

f 120V°
AfiloJ J..I/1- Ü.n,

120 2 V 90 120>

Zur Ermittlung der einzelnen Transportlosgrößen ist es notwendig, die Ausprägung
des ersten Transportloses aus Gleichung G 2-19.1 abzuleiten.

q. = 802,02

120

90
- L

-15,95

Aufbauend auf diesen Wert können die weiteren neun Transportlose unter Nutzung
der Gleichung G 2-19 bestimmt werden, indem bis zum zehnten Transportlos die
Ausprägung des jeweils nächstkleineren Transportloses mit dem Quotienten x^/Xp^
= 120/90 multipliziert wird. Tabelle 3 verdeutlicht die konkrete Aufteilung des ge-
samten Fertigungsloses auf die zehn Transportvorgänge.

Ein Kostenvergleich beider vorgestellter Ansätze zeigt für das Zahlenbeispiel, daß
durch die Weiterleitung unterschiedlicher Transportlose eine Kostenersparnis in
Höhe von

12.063,33-10.099,53
12.063,33

•100-16,28%
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gegenüber der Weitergabe gleich großer Transportlose realisiert werden kann. In
einer rein mathematischen Sichtweise ist festzustellen, daß die Berücksichtigung
sich unterscheidender Transportlose in der Regel geringere entscheidungsrelevante

Kosten verursacht, als dies für identische Transportlose der Fall ist. Die Ausnahme
bildet eine Situation, in der die Parameterwerte nicht mehr als einen Transport
zwischen den Stufen zulassen.35 Es ist allerdings darauf hinzuweisen, daß das im
Rahmen einer konkreten Planungssituation tatsächlich erreichbare Kostensenkungs-
potential parameterabhängig ist und somit nur unter Kenntnis der spezifischen
Daten des analysierten Fertigungssystems beurteilt werden kann.

i
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

qj
15,95
21,27
28,36
37,82
50,42
67,23
89,64
119,51
159,35
212,47

Tabelle 3: Transportlosgrößenentwicklung für das Zahlenbeispiel

Abschließend soll jetzt geprüft werden, wieviel Iterationsschritte die modifizierten
Lösungsansätze benötigen, um die ganzzahlige Optimallösung unter Berücksichti-
gung ungleicher Transportlose zu bestimmen.

ALGORITHMUS I:

Zur Ermittlung des Startwertes ist die optimale reellwertige Transporthäufigkeit für
x j t heranzuziehen (vgl. G 3-21):

m.G /„o
Opt VXopt

In

f , i f^ 1
UoJ

10
v >

J

200.1nf120llnUoJ ,
10

120^
-9,03

V 90

35 Vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 869 f.
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Als Startwert der Lösungssuche ergibt sich:

Das Ergebnis zeigt für das gewählte Zahlenbeispiel, daß der ALGORITHMUS I
nach der Startwertberechnung in der Lage ist, die optimale Planungslösung mit nur
drei Iterationen zu gewinnen. Im Gegensatz zu der von GOYAL vorgeschlagenen

Optimierungsprozedur können somit acht Iterationen eingespart werden.

ALGORITHMUS II:

Für dieses Verfahren bildet das globale Optimum der Transporthäufigkeit bei Wei-
tergabe identischer Transportlose die Basis zur Bestimmung des Startwertes. Der

sz
optentsprechende Wert lautete: m™» = 10,95.

Damit sind die beiden ganzzahligen Transporthäufigkeiten m = 10 und m = 11
einem Kostenvergleich anhand der Funktion K(m) nach Gleichung G 3-13 zu unter-

ziehen. Der Tabelle 2 kann entnommen werden, daß gilt: K(10) < K(ll). Demzu-
folge repräsentiert m = 10 den Startwert und die Lösungssuche ist in Richtung klei-
nerer Ausprägungen der Transporthäufigkeit fortzusetzen.
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4 Zusammenfassung

Die explizite Einbeziehung von Transportvorgängen bei der Planung der Ferti-

gungslosgröße ermöglicht logistische Problemstellungen mit solchen der Produk-

tionsplanung zu verbinden. Für ein einstufiges Fertigungssystem wurden zwei Ge-

staltungsvarianten für die Transportlosgrößenbildung vorgestellt. Während die erste

Alternative die Weitergabe von identischen Transportlosen vorsieht, werden im

Rahmen der zweiten Alternative unterschiedliche Transportlose weitergeleitet. Es

kann gezeigt werden, daß sich die jeweiligen Funktionen der entscheidungsrelevan-

ten Kosten - trotz der verschiedenartigen Losbildung beider Ansätze - weitgehend

ähneln.

Optimale Losgrößenpolitiken lassen sich im Falle identischer Losbildung ver-

gleichsweise einfach ermitteln, weil explitzite Bestimmungsgleichungen des globa-

len Optimums existieren. Da letztere im Falle unterschiedlicher Transportlose nicht

ohne weiteres bestimmt werden können, erweist sich die Suche nach der Optimallö-

sung als aufwendiger. Für ein aus der Literatur entlehntes iteratives Optimierungs-
verfahren wurden zwei zusätzliche Module entwickelt, die in der überwiegenden

Zahl der Fälle die Lösungsfmdung wesentlich beschleunigen. Der Veranschauli-

chung dient eine bestimmte Planungssituation, für die unter Rückgriff sämtlicher

vorgestellter Ansätze eine optimale Losgrößenpolitik ermittelt wird.

Die präsentierten Modelle zur Bestimmung der optimalen Fertigungslosgröße kön-

nen bei der Bewältigung realer Planungsprobleme hilfreich sein. Jedoch darf nicht
übersehen werden, daß durch die Modellannahmen die tatsächliche Komplexität
reduziert wurde. Einerseits bieten sämtliche Modellprämissen Anlaß zu Kritik, weil

sie die reale Planungssituation vereinfachen. Andererseits kann die Diskussion der
Modellprämissen auch Anstöße liefern, letztere in modifizierten Modellierungen

weniger eng zu formulieren. Folgende nur stichpunktartig aufgelisteten Erweite-

rungsmöglichkeiten bieten sich an:

• Berücksichtigung der zeitlichen Dynamik der Planungsparameter

* Einbeziehung von Kapazitätsbeschränkungen hinsichtlich der Fertigungs- und
Transportkapaziät36

Zur Berücksichtigung beschränkter Transportkapazitäten vgl. Szendrovits, Comraent, 1978,
Goyal, Alternative Approach, 1978, Goyal/Szendrovits, Lot Size Model, 1986.
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• Explizite Betrachtung weiterer Produktarten sowie der daraus resultierenden
Interdependenzen zwischen den Produkten bspw. hinsichtlich des Lossequenz-
problems37

• Berücksichtigung von Rüst- und Transportzeiten38

• Zulässigkeit mehrstufiger und vernetzter Fertigungssysteme39

Trotz dieser Vielzahl von Erweiterungsmöglichkeiten läßt sich festhalten, daß durch
die explizite Berücksichtigung von Transportvorgängen die deterministischen La-
gerhaltungsmodelle ein wenig an Realitätsnähe gewinnen. Mit Hilfe der vorgestell-
ten Modelle gelingt es, die Interdependenzen zwischen logistischen und produk-
tionsplanungsbezogenen Problemstellungen zu erfassen.

37

38

39

Vgl. zu dieser Problematik Szendrovits/Truscott, Manufacturing Cycle Time, 1989.

Vgl. hierzu Truscott, Scheduling Produktion, 1985 und Truscott, Capacity-Constrained
Transportation Activities, 1986.

Vgl. Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975, Szendrovits, Rejoinder, 1976, Szendro-
vits AYesolowsky, Variations in Optimizing, 1979, Szendrovits/Drezner, Multi-Stage Pro-
duction, 1980, Bogaschewsky, Planung, 1998, Bogaschewsky/Buscher, TransportlosgrÖßen-
planung, 1999.
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Anhang A

Bestimmung der zeitgewichteten Lagerhaltung

Im Rahmen dieses Abschnittes erfolgt die explizite Herleitung der Bestimmungs-

gleichung für die zeitgewichtete Lagerhaltung. Dabei werden zunächst die in Ab-
schnitt 2.1 ermittelten Flächen ausmultipliziert und anschließend unter Zusammen-

fassung gleichartiger Ausdrücke zur Bestimmung der angesprochenen Gleichung
herangezogen.

X
UDLZ-
V xp,s+l

-DLZ -p,s G 2-1

t DLZ
l x

Pjs+lJ V

•p,s x

2 2 xp,s+l

p,S X
I -- r

p,S X p,S X

XP,S+1 2 Xp,S+l

p,S

A =
•p,s AA-1

A 2 J =
p,s xp,s+l

•DLZ
xp,s+l

-p,s G 2-2

p,s xp,s+I

P,s

p,s+l

p,s

xp,s+l

x2

xp,s+l
x

p,s

A 2 i - x - t D L Z + 2 - x - t DLZ - -- x2 AA-2

•p,s xp,s+l
" rxp,s+i-
xp,s^ k

•p,s G 2-3
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.A = tDLZ
p,s xp,s+l

1DLZ

xp,s+l x xp,s+l

2 x
p,s X xp,s

P,s 2 2 xp,s+l.

x xp,s+l X
--'IDLZ + -

xP,s 2

p,S+l X Xp,S+l X l X

2 t ^2
' xxp,s,

- t '—-tD L Z
•p,s •P,s

p,s

P,s X •p,S X

xp,s+l

p,s

AA22 ~
XP,S+1

p,s

p,s+l X Xp,s+l X
. __ ̂  ^ _^ . ̂ _ _ ._- _

2 /„ \2 2 x

l x,
~ x > t DLZ •"

p,s xp
T"

-p,s , x- l •P,s

2 x 2 { \2

\XpJH-l)

AA-3

= tDLZ
'P.S.

•DLZ
•p,s.

' xp,s+l G 2-4

X XP.s+l x xp,s+tI DLZ~ —r * DLZ—^ r
l xP,sJ l 2 xpiS

2 xp,S+l X
tDLZ—j j '

Xp,s+l X

v 9An D -̂

Xp,5+l X Xp,S+l

v 9
A. n c *->

•3 ~ -x ' tDLZ'

xp,s+l x xp,s+l

•p,s
AA-4

Die zeitgewichtete Lagerhaltung erhält man durch Addition der vier angegebenen
Flächen. Folglich gilt:

+ A 2 i+A 2 2+A 3 G 2-5

Werden jetzt die errechneten Werte der Flächen (AA-1 bis AA-4) in G 2-5 einge-
setzt und die einzelnen Ausdrücke derart geordnet, daß alle in runden Klammem zu-
sammengefaßten Terme sich zu null ergeben, so resultiert daraus:
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T m S Z _ + 2 P^s
*DLZ '-T—V z p,s

-p;s
xp,s+l

Ap S Ap,S
x-tDLZ

xp,s+l xp,s+l

-X
2 Xp,s x2 xp,s

xp,s+l

xp,s+l xp,s+l
— x ' tDLZ

p,s p,s

X2 xp,s+l x xp,s+l
2 2

.2 L-
xp,s+l

X2 l X2 l

p,s 2 xp,s+l

Aus den verbleibenden Tennen folgt als Gleichung der zeitgewichteten Lagerhal-

tung:

G 2-5.1
2 Vxp,s xp,s+l
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Anhang B

Ableitung der modifzierten Kostenfunktion bei Berücksichtigung unterschied-
licher Transportlose

Das Ziel dieses Anhanges besteht darin, die Identität der Gleichungen G 2-27 und

G 2-28 zu zeigen.1 Beide Kostenfunktionen berücksichtigen in identischer Art und

Weise die im Planungszeitraum relevanten Rüst- und Transportkosten. Somit ist es
ausreichend, im folgenden die Lagerhaltungskosten zu betrachten. Bei diesen wie-
derum kann sich die Ableitung auf die Analyse der Lagerhaltung pro Fertigungslos
beschränken:2

TpiG=ii.U- + -L- > p's+1- .— BB-I
2 l x x /Z Vxp,s ^p.s+U f Xt,

Das erste Transportlos errechnet sich aus:

G 2-19.1r-
p,s+l

Für das weitere Vorgehen ist diese Gleichung zunächst, wie nachfolgend angege-
ben, umzuformen. Nach Erweiterung der rechten Seite von G 2-19.1 mit (l/Xp_s)

m

ergibt sich:

l

Die folgenden Berechnungen basieren auf einer Herleitung von GOYAL. Vgl. hierzu Goyal,
Optimum Production Quantity, 1977, S. 866 ff.

Im Vergleich zu den in G 2-25.1 angegebenen losweisen Lagerhaltungskosten erfolgt bei
der losweisen Lagerhaltung TPIG keine Multiplikation mit CL s.
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m-1

.xp,s+i xp,s/ vx]
m m

BB-2

p,s+l -p,s.

Für die sich anschließenden Rechenschritte ist jetzt q\ in Gleichung BB-1 durch obi-
gen Ausdruck zu ersetzen. Um die Nachvollziehbarkeit der folgenden Umformun-
gen zu erhöhen, sind Nebenrechnungen explizit angegeben. Dabei werden die für
Nebenrechnungen verwendeten Ausdrücke vor der entsprechenden Berechnung in
geschweifte Klammern gefaßt. Sich nach dem Wiedereinsetzen der veränderten
Terme herauskürzende Glieder sind mit zwei Querbalken über den konkreten Aus-
drücken gekennzeichnet. Um die Herleitung weiter übersichtlicher zu gestalten,
werden nachstehende Vereinfachungen verwendet:

xp,s+l -p,s

Setzt man BB-2 in BB-1 unter Nutzung der Vereinfachungen ein, so ergibt sich:

TPIG = x:

N 2m

2.1 -i
ßJ

Nebenrechnung:

r-'dr-
(ß)2m •
(ß)2m •

/ N 2m

11) -'

f-T-iuj
/ \2m /o^^m

(a)2.(ß)2m-2-(ß)2ra

/ \2m /pA^TO

(ß)2m-2{(a)2-(ß)2]

2m-2

(ß ) 2 " 2 ( a ) 2 - (ß ) 2

TPI°=x 2 .
2 \t N 2

2.[(a)m-(ß)ra [(•
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Nebenrechnung:

= (a)3
 +(ß)3 -ß-(a)2 -(ß)2 .a = (a-ß){(a)2 -(ß)

.

TPIG =
(q-ß){(q)2-(ß)2] (a

2m

(af-(ß)' («r-(py a)m-(ß)m]

Nebenrechnung:

( \2m /r>\2m T/ \ni /o\m l l / \ni /o\rnl
a) -(ß) -[(a) H-(ß) J-[(a) -(ß)

_ X 2 (a-ß){(a)m-(ß)
m

,m m /n\m(«r-(p)
Nebenrechnung:

(o-p)

TPIG= —

Ausdruck l Ausdruck 2

(a)m-(ß) r a+2.(ß)'

m /,-i\m(«r-(p)
Durch die separate Multiplikation von Ausdruck l und Ausdruck 2 mit dem ver-
bleibenden Rest des Bruches kann diese Gleichung in die folgenden zwei Brüche
aufgeteilt werden.

TPI G =—-

BB-2

x.(ß)m- l.(a-ß).xi
2

_ A . H . _ -i

(a)m-Pm

J L
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Wird BB-2 durch G 2-19.1 ersetzt und die Vereinfachungen zurückgeführt, so resul-

tiert:

f XW Vi
,G x2 UP,wJ x2

TPIU=^-. ^ ^ ' + — -l— -l BB-3

-l

V f \ Hl ? y y
XP>S [ Xn. l VXp,S"fl Xp,S.

Die Kostenfunktion G 2-28 ergibt sich, indem zum einen BB-3 mit cUs und B/x mul-
tipliziert wird und zum anderen die im Planungszeitraum entscheidungs-relevanten
Rüst- und Transportkosten berücksichtigt werden.
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Anhang C

Nachweis der Konvexitätseigenschaften

In diesem Anhang erfolgen die Konvexitätsbeweise für die betrachteten Kosten-

funktionen. In allgemeiner Form wird eine Funktion f(y) als konvex bezeichnet,

wenn für zwei beliebige Punkte yt und y2 sowie für alle A, mit 0 < X < l die nach-

stehende Voraussetzung erfüllt ist:3

Im Mittelpunkt der Betrachtung stehen zwei verschiedene Gesamtkostenfunktionen.

Diese Funktionen weichen jedoch nur im ersten Term der Lagerhaltungskosten

voneinander ab, so daß sie zunächst wie folgt zusammengefaßt werden können:4

v/ , x-c U s -LF(m)-B x ( l l "l B n-~
K(x,m) = + - cLiS • B + (kRiS + kT)S - m) —

p,s ^ \xp,s-t-l xp,s/ x

mit:

LF(m) = — bei Berücksichtigung identischer Transportlose
m

LF(m) = '• bei Berücksichtigung unterschiedlicher Transportlose

C l Beweis der Konvexität für eine gegebene Transporthäufigkeit

Für den zu erbringenden Nachweis stellt die Transporthäufigkeit einen konstanten

Planungsparameter dar. Eine Differenzierung in gleich große bzw. unterschiedliche

Transportlosgrößen kann damit entfallen.

Die Konvexitätsbedingung CC-1 erhält für die Kostenfunktion CC-2 die Struktur:

l - X - K x CC-3

Für die Beweisführung sind somit die notwendigen Funktionen zu definieren.

Vgl. Hadley, Programmierung, 1969, S. 112.
4 Vgl. G 2-10 bzw. G 2-28.
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cUs-LF(m)-B 1 ( 1 l
+ --I l - C T . - B

"l

•p,s 2 xp,s+l xp,s.

cL > s-LF(m)-B i l i l

-p,s 2 xp,s+l xp,s. X j

CC-4

kT j S .m)-B

CC-5

cL ; S-LF(m)-B 1 l l1—
2 xp,s+l xp,s.

— X) (kR,s +kT,s -m)-B CC-6

Einsetzen der Gleichungen CC-4 bis CC-6 in CC-3 und Subtraktion des folgenden
Ausdrucks auf beiden Seiten der Ungleichung

cLjS-LF(m)-B i | l l

•p,s 2 xp,s+l xp,s.

führt zu:

CC-3.

Die Division beider Seiten der Ungleichung durch O^R^+kTiS-m)-B erbringt den nach-
stehenden Ausdruck, der noch wie aufgezeigt, umzuformen ist:

x rx2 < X - x r

xr x2 < X,2 • xr x2

-t-(l-X) - Xrx2

X • (l - A,)
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x2 + X - K I -x2 - 2 - X - x i -X2 |-x( -x2

x - 2 - X - X -x

CC-3.2

Die Ungleichung CC-3.2 ist für 0 < X < l stets erfüllt. Die analysierte Kosten-
funktion CC-2 weist damit für einen gegebenen Wert der Transporthäufigkeit einen
konvexen Verlauf bezüglich x auf.

C 2 Beweis der Konvexität für eine gegebene Fertigungslosgröße bei Berücksi-
chtigung identischer Transportlose

Für den Beweis ist aus der Gesamtkostenfunktion CC-2 die Teilfunktion

-, , X- C L,S ' B B rr -
T(m) = - : - + kf s • m - — LC- /

XP)S • m x

201 untersuchen.5 Für Sie bekommt Konvexitätsbedingung CC-1 die Struktur:

CC-8

Es sind wiederum die relevanten Funktionen zu entwickeln.

-
x

CC-9

X ' C L s ' B

ml xp,s
CC-10

' + ( l - X ) . m 2 - k T s - - CC-11

Für einen gegebenen Wert der Fertigungslosgröße sind in der Ausgangsfunktion CC-2 die
weiteren Terme unabhängig von der Transporthäufigkeit. Diese Terme können vernach-
lässigt werden, weil sie aufgrund der additiven Zusammensetzung der Kostenfunktion kei-
nen Einfluß auf die zu betrachtende Konvexitätseigenschaft besitzen.
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Werden nun die Gleichungen CC-9 bis CC-11 in die Ungleichung CC-8 eingesetzt

und zusätzlich auf beiden Seiten der Term

•D
(X-ni! + 0 - Ä , ) - m 2 ) - k T s - —

x

subtrahiert, dann verbleibt:

X - C T - -B ( \\ x -c L s 'Bi b5—<h ._L + ( i -V». _ b!— CC-8.l
(X • mj + (l - X) • m2) XP)S ^ mj m2J xp>s

Division beider Seiten von CC-8. l durch x-cL?s-B/Xp5S und Durchführung der im An-
schluß an Ungleichung CC-3.1 des vorherigen Beweises ausgewiesenen Umfor-
rnungsschritte auf den sich ergebenden Ausdruck, fuhren zu:

»2)2 CC-8.2

Die Beziehung CC-8.2 besitzt für 0 < K < l Gültigkeit. Somit gilt, daß die betrach-
tete Funktion für eine gegebene Fertigungslosgröße bezüglich m konvex ist.

C 3 Beweis der Konvexität für eine gegebene Fertigungslosgröße bei Berücksi-
chtigung unterschiedlicher Transportlose

Zum Nachweis der relevanten Konvexitätseigenschaft ist aus der Kostenfunktion
CC-2 die Teilfunktion

„, , , B
H(m)-

X 'CL,S

xp,s '

*P,s !

lxp,s+l

' ' f \m

P's 1
vlxp,s+ij

1

i
y

einer Analyse zu unterziehen.6 Für CC-12 besitzt die Konvexitätsbedingung CC-1

die Struktur:

CC'13

In Analogie zur bisherigen Vorgehensweise sind zunächst die erforderlichen Funk-

tionen abzuleiten.

6 Die weiteren in der Gesamtkostenflmktion CC-2 enthaltenen Terme können wiederum ver-
nachlässigt werden.
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H[X-m|
xp,s+l

p,s -l
•p,s

D

+ ( l - A , ) - m 2 ) - k T s • —
x

CC-14

•p,s

p,s+i
-l -B

B
CC-15

>s
xp,s+l

-l
p,s

-p,s
-l -B

xp,s+i

p,s

D

( l - A , ) - m 2 - k T s - —
' x

CC-16

Einsetzen von CC-14 bis CC-16 in CC-13 sowie die anschließende Subtraktion von

D

( A , - m l + ( l - X ) - m 2 ) - k T ) S - -
A

führt zu:

•p,s
-l -B

.xp,s+l

•p,s
-l

m.
•p,s

V v
.xp,s+l

-l
•p,s

.xp,s+l
-l

2L--1 -B
•p.s-t-1

•P,s

CC-13.l

Erfolgt weiterhin die Division beider Seiten von CC-13.l durch den auf jeder Seite
zweiten Term, dann ergibt sich:
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0-« CC-13.2
m, m-

-l -l -l
.xp,s+l ,xp,s+I ,xp,s+l

Die Gültigkeit von CC-13.2 wird im folgenden mit Hilfe einer graphischen Analyse

nachgewiesen.

Die einzelnen Terme von CC-13.2 basieren auf der Funktion:

f(m) =

xp,s+l
-l

mit m>0 und——
xp,s+l

Allgemeingültig kann das Bild dieser Funktion durch Abbildung 9 veranschaulicht
werden.

f(m)

m, X, rrij m

Abbildung 9: Beweis der Konvexität für eine gegebene Fertigungslosgröße bei
Berücksichtigung unterschiedlicher Transportlose

Die Ungleichung CC-13.2 kann mittels f(m) ausgedrückt werden durch:

CG- 1 3.3

Aus der Abbildung 9 kann entnommen werden, daß CC-13.3 für 0 < X < l immer

gilt. Folglich ist auch die in diesem Abschnitt untersuchte Funktion für einen gege-
benen Wert der Fertigungslosgröße konvex bezüglich m.
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Anhang D

Zulässigkeit des Startwertes im modifizierten Optimierungsalgorithmus

Es gilt zu beweisen, daß die kontinuierliche Kostenfunktion K(m) im Punkt
C l n \mopt xopt eine negative Steigung besitzt. Hierzu wird K(m) nach m abgeleitet:

(k R , s + k T -m)
CL f S -A(qi ,m) l T l l

•p,s

U

2 Xp,s+l xp,s.
'cL,s G 3-13

3K(m)
9m

l l l

p,s+l xp,s.
'CL,S

•p,s •p,s

' KT,s -

p,s.
< 0 DD-1

Um zu zeigen, daß K(m) im Punkt eine negative Steigung besitzt, reicht

es aus nachzuweisen, daß der Ausdruck in eckigen Klammern negativ ist, weil so-
wohl der Bedarf B als auch der Wurzelausdruck in DD-1 in jedem Fall positive
Werte aufweisen. Division des relevanten Ausdrucks durch A'(qi,m) fuhrt zu einer
Umkehrung des Ungleichheitszeichens, weil A'(qj ,m) < 0 (vgl. G 3-17) gilt.

,s • CL>S kT s • m- CL s kTjS - cL>s -
1 --- 1 i --

-p,s -p,S 2 A'(qbm) p,s.
•CL.S

Verwendung der eingeführten Vereinfachungen L und Z sowie Substitution der
Ausdrücke A (vgl. G 2-28.1) und A1 (vgl. G 3-17) fuhrt zu:

^R,S-CL,S kT|S-m-cUs kT)S-cL;S (L-l) (Z-l)2

pjS (Z-l)

-T,s '
j L-UL-
,xp,s xp,s+t/

(L-l)-In (L)-Z
> 0
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ß K - C t .
In (Z)

In (L)
CT .

kTjS -cLiS-(Z-l) l kT]S -CL)S -(Z -

In (L) -Z In (L) - Z

Die für die Fertigungslosgröße x£pl optimale Transporthäufigkeit

der folgenden Bedingung genügen (vgl. G 3-18):

kT j S-(Z-l)2

DD-2

muß

2- ln(L)-Z

Einsetzen von G 3-18.1 in DD-2 führt zu:

G 3-18.l

k T ) S - ln (Z) -Z-c L ) S -k T ) S . c L _ s - (Z- l )> 0

In (Z) > (Z-l)

Da Z > l gilt, kann In (Z) durch folgende Potenzreihe ausgedrückt werden:

ln(Z) =
(Z-l) , (Z-l)- |

2Z 3Z nZn

(Z-l)

Damit ist gezeigt, daß die kontinuierliche Kostenfunktion K(m) im Punkt

eine negative Steigung besitzt.
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