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Symbolverzeichnis

Im vorliegenden Arbeitsbericht werden (Un-)Gleichungen grundsatzlich kapitel-
weise fortlaufend numeriert. Der vorangestellte Buchstabe G kennzeichnet eine all-
gemeingiiltige (Un-)Gleichung, wihrend B die Gleichung eines Beispieles und A
eine notwendige Optimalititsbedingung benennen. Diese Form der Notation fiihrt
dazu, daB G 2-19 eine allgemeingiiltige Gleichung, B 2-20 eine Beispielgleichung in
Kapitel 2 und A 3-1 eine notwendige Optimalititsbedingung in Kapitel 3 darstellen.
Die zu einer bereits angefithrten (Un-)Gleichung gehorende (Un-)Gleichung bzw.
modifizierte Formulierung einer Ausgangs(un-)gleichung erhalt eine weitere, durch
einen Punkt abgetrennte Ziffer. Bei der Auffiihrung mehrerer veranderter Formulie-
rungen einer Ausgangs(un-)gleichung erhoht sich die letzte Ziffer fortlaufend. In
den Anhangen enthaltene (Un-)Gleichungen werden ebenfalls fortlaufend gekenn-
zeichnet. Der vorangestellte doppelte Buchstabe charakterisiert dabei den relevanten
Anhang. So beschreibt beispielsweise BB-1 eine Gleichung in Anhang B.

Modellunabhiingige Symbole

B Gesamtbedarf im Planungszeitraum [ME]

CLs stufenbezogener Lagerhaltungskostensatz pro Zeiteinheit [GE/(ME-ZE)]
Kt stufenbezogener Transportkostensatz [GE]

kg s stufenbezogener Riistkostensatz [GE]

K Gesamtkosten des Fertigungssystems [GE]

K(x,m) Gesamtkostenfunktion des Fertigungssystems in Abhédngigkeit der Ferti-
gungslosgrolie und der Transporthéufigkeit [GE]

K(m) kontinuierliche Kostenfunktion fiir die Transporthaufigkeit [GE]
) & Lagerbestand [ME]

LK Lagerhaltungskosten je Fertigungslos [GE]

m Transporthaufigkeit

mg, optimale ganzzahlige Transporthéufigkeit

n Fertigungslosauflagehaufigkeit im Planungszeitraum
T Lange des Planungszeitraumes [ZE]

t Zeit [ZE]

tos Produktionszeit eines Fertigungsloses auf Stufe s (ZE]
toustl Absatzzeit eines Fertigungsloses [ZE]

X Fertigungslosgrofie [ME]

Xp.s Produktionsgeschwindigkeit der Stufe s [ME/ZE]

Xpstl Absatzrate [ME/ZE]
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1 Problemstellung

Das insbesondere in der Sorten- und Serienfertigung auftretende Problem der Be-
stimmung der optimalen Fertigungslosgrofie besteht darin, die Einheiten einer Pro-
duktart k festzulegen, die ohne Unterbrechung durch andere Produktarten in einem
konkreten Fertigungssystem hergestellt werden sollen. Reprisentiert eine Produk-
tionsanlage s das betrachtete Fertigungssystem, so fithrt jeder Loswechsel zu einer
Unterbrechung des Fertigungsprozesses, weil die Anlage auf die produktionstech-
nischen Erfordernisse des neu aufzulegenden Loses eingestellt werden muB.! Das
Lossequenzproblem, von dem im folgenden abstrahiert wird, besteht darin, fiir die
betrachtete Anlage einen Belegungsplan zu erstellen, der sicherstellt, daB sich bei
standiger Lieferbereitschaft fiir jede Sorte die jeweiligen Losauflagen nicht iiber-
schneiden.2

Betrachtungsgegenstand ist im folgenden ein mit einer endlichen Geschwindigkeit
produzierendes Fertigungssystem sowie eine abnehmende Stelle. Bei der abnehmen-
den Stelle kann es sich entweder um den kontinuierlich zu befriedigenden Absatz
oder um eine zusatzliche Fertigungsstufe handeln. Im letzteren Fall ist eine Optimal-
16sung allerdings nur gewéhrleistet, wenn die Folgestufe(n) und der Absatz synchro-
nisiert sind. Im weiteren wird jedoch vorausgesetzt, daBl die abnehmende Stelle den
Absatz darstellt (vgl. Abbildung 1). Aufgrund der in der Regel voneinander abwei-
chenden Produktions- und Absatzraten entsteht zwischen den beiden Bereichen ein
Absatzlager.

Fertigungsstufe s

Produk |
Produkt 2

| : » ! | Absatz des
Frodukt k Absatzlager Produktes k

Produkt K

Abbildung 1: Schematische Darstellung des betrachteten Fertigungsprozef3typs
Weiterhin ist es notwendig, eine Annahme dariiber zu treffen, in welcher Weise die
auf der Fertigungsstufe bearbeiteten Mengeneinheiten der betrachteten Produktart
an den Absatz weitergegeben werden. Dabei charakterisiert die Bezeichnung 7rans-

1 Vegl. bspw. Bogaschewsky, LosgréBe, 1996, Sp. 1142.
2 Vgl. Adam, Produktions-Management, 1997, S. 488.
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portlos® die Mengeneinheiten, die gleichzeitig an den Absatz weitergeleitet werden.
Modelle zur Planung der Fertigungslosgroe beriicksichtigen hiufig lediglich zwei
Varianten der Weitergabe von bearbeiteten Mengeneinheiten. Im Rahmen eines als
offen bezeichneten Fertigungsprozesses wird jede Produkteinheit unmittelbar nach
ihrer Fertigstellung zum Absatz befordert, wobei modelltheoretisch sogar die Wei-
tergabe infinitesimal kleiner Einheiten unterstellt wird. Im Gegensatz hierzu zei-
chnet sich ein geschlossener FertigungsprozeB dadurch aus, daB die Weiterleitung
der Produkteinheiten erst erfolgt, wenn ein Fertigungslos komplett auf der betrach-
teten Stufe fertiggestellt ist. In diesem Fall entsprechen Fertigungs- und Transport-
los einander.

Die logistischen Moglichkeiten in Fertigungssystemen beschrianken sich allerdings
nicht nur auf diese beiden Transportvarianten. Vielmehr ist realistischerweise davon
auszugehen, daB eine Reihe weiterer Alternativen bestehen. Daraus ergibt sich die
Notwendigkeit, die LosgroBenmodelle dahingehend zu erweitern, daB neben der Be-
stimmung der FertigungslosgroBe nun zusdtzlich eine Ermittlung der Transportlos-
gréfe stattfindet.

Die Grundlage der anschlieBenden Ausfiihrungen stellen statisch deterministische
Einproduktlagerhaltungsmodelle dar. Soweit in den einzelnen Kapiteln keine abwei-
chenden Aussagen getroffen werden, gelten die folgenden Modellprimissen:4

o  Die Fertigungs- und Transportlosgrdfen werden fiir eine Produktart geplant.

e  Alle Planungsparameter sind bekannt und konstant iiber die Zeit.

«  Die Linge der Planungsperiode betrigt T.

e  Kapazititsbeschriankungen konnen vernachlassigt werden.

e  Das Auftreten von Fehlmengen ist nicht erlaubt.

. Die Weitergabe von Transportlosen kann bereits vor der vollstindigen Her-
stellung eines Fertigungsloses erfolgen, wobei sicherzustellen ist, daf das Fer-
tigungslos ohne Unterbrechung mit nur einem Riistvorgang produziert wird.

3 In der angelsichsischen Literatur werden die Begriffe batch (Szendrovits/Drezner, Multi-
Stage Production, 1980), subbatch (Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975, Szen-
drovits/Wesolowsky, Variations in Optimizing, 1979, Szendrovits/Truscott, Manufacturing
Cycle Time, 1989) und sublot (Glass/Gupta/Potts, Lot Streaming, 1994) fiir den Begriff
Transportlos verwendet.

4 Vel. hierzu insbesondere Domschke/Scholl/VoB, Produktionsplanung, 1993, S. 63ff.

) Die optimalen Auspragungen der Entscheidungsvariablen statischer Lagerhaltungsmodelle
unterliegen nicht dem Einfluf} des Planungshorizontes T. Bei der Modellierung wird aller-
dings angenommen, daB dieser hinreichend groB — genaugenommen unendlich — ist, um
aussagefihige Ergebnisanalysen zu erméglichen. Vgl. Adam, Produktionsdurchfiihrungs-
planung, 1990, S. 857.



1 Problemstellung 3

»  Die Fertigungslosgrofle ist durch eine ganzzahlige Anzahl Transportvorgéinge
zum Absatz zu beférdemn. Im Hinblick auf die Gestaltung der Transportlose ist
dabei das jeweils definierte Bildungsgesetz mafigebend.

»  Produkteinheiten kénnen beliebig (infinitesimal) geteilt werden.
- Die Absatzrate ist kleiner als die Produktionsrate.

» Die Lagerdauer der Erzeugnisse ist (im Rahmen sinnvoller ModellgréBen)
nicht begrenzt.

e  Transport- und Riistzeiten sind vernachléassigbar.

Dem hier gewihlten Planungsansatz liegt eine kurzfristig orientierte Sichtweise zu-
grunde. Als entscheidungsrelevant werden nur solche Kosten erachtet, die sich
durch die Wahl der Fertigungs- und Transportlosgréfie bzw. durch die zeitliche Ver-
teilung der Loserstellung beeinflussen lassen. Bei den entscheidungsrelevanten
Kosten kann danach differenziert werden, ob sie in Abhangigkeit von der Losgrofe
variieren oder nicht. Zu den losfixen Kosten zihlen zum einen solche, die bei einem
Fertigungswechsel von einer Produktart auf die andere fiir Umriist-, Vorbereitungs-
und Anlaufprozesse anfallen. Wahrend diese im folgenden vereinfachend Riisz-
kosten genannten Kosten je Fertigungslos Relevanz besitzen, kénnen zu den los-
fixen Kosten zum anderen auch solche gerechnet werden, die sich auf ein Trans-
portlos beziehen. Hierzu zihlen diejenigen Kosten, die fiir die Weitergabe eines
Transportloses zum Absatz anzusetzen sind, weil vereinfachend angenommen wird,
daB fiir jeden Transport ein fixer Kostensatz anfillt, der unabhingig von den zu
transportierenden Mengeneinheiten der Produktart ist.6 Die je Fertigungslos zu ver-
rechnenden Transportkosten ergeben sich damit aus der Multiplikation der Trans-
porthiufigkeit mit dem Transportkostensatz.

Von den losfixen Kosten konnen die Lagerhaltungskosten unterschieden werden.
Sie ergeben sich fiir ein Fertigungslos aus der monetéren Bewertung des losbezoge-
nen Lagerbestandes mit dem Lagerhaltungskostensatz. Der Lagerbestand wird we-
sentlich durch die Transporthaufigkeit beeinflufit. So fithrt bspw. eine hohe Trans-
porthaufigkeit annahmegemiB zu einer vergleichsweise starken Uberlappung der
Produktion mit dem Absatz und der Folge, dal der Lagerbestand sinkt. Die Lager-
haltungskosten stellen im wesentlichen Kapitalbindungskosten dar.”

6 Der Transportkostensatz kénnte alternativ auch aus einem fixen mengenunabhiéngigen Be-
standteil und einen mit der Transportmenge variierenden Bestandteil zusammengesetzt sein.
Zu einem solchen Vorschlag vgl. Goyal, Economic Batch Quantity, 1978, S. 270.

7 Entscheidungsrelevanz kénnen auch Kosten fiir die Handhabung, Pflege und Versicherung
der gelagerten Giiter erlangen, wenn ihre Hoéhe mit der Fertigungslosgréfie variiert. Vgl
Bogaschewsky, LosgroBe, 1996, Sp. 1144.
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In Analogie zu den traditionellen Losgroenmodellen entwickeln sich die Riist- und
Lagerhaltungskosten in Abhéngigkeit der Fertigungslosgrofie gegensitzlich. Ver-
gleichsweise grofie (kleine) Fertigungslose fiihren einerseits zu wenigen (haufigen)
Sortenwechseln und damit zu geringen (hohen) Umriistkosten im Planungszeitraum,
aber andererseits resultieren hieraus automatisch hohe (niedrigere) Lagerhal-
tungskosten. Das Problem, die gegensitzlichen Kostenverlaufe auszugleichen, wird
im gewihlten Planungsansatz um die logistische Fragestellung der Weitergabe von
Transportlosen ergianzt. Hiermit erlangen die Transportkosten automatisch Entschei-
dungsrelevanz und sind bei der Planung zusitzlich zu beriicksichtigen. Da eine zu-
nehmende Transporthaufigkeit zwar mit steigenden Transportkosten verbunden ist,
aber gleichzeitig iiber eine Verringerung des Lagerbestandes zu sinkenden Lagerko-
sten fiihrt, gilt es, sdmtliche entscheidungsrelevanten Kosten mit Hilfe eines simul-
tanen Planungsansatzes zu minimieren. Aufgrund der Modellannahmen ergibt sich
allerdings zwischen der FertigungslosgroBe, der/den TransportlosgroBe(en) sowie
der Transporthéufigkeit eine funktionale Abhédngigkeit, so daf die Lésung des Pla-
nungsproblems auf die Ermittlung der optimalen Auspragungen der Fertigungslos-
grofBe sowie der Transporthaufigkeit reduziert werden kann.

Diesen Ausfiihrungen folgend werden im zweiten Kapitel zwei unterschiedliche Pla-
nungsansitze dargestellt. Die erste, auf SZENDROVITS zuriickzufiihrende Variante
geht davon aus, daB ein Fertigungslos in gleich grofle Transportlose aufgeteilt wer-
den kann.® Der zweite, von GOYAL vorgeschlagene Ansatz sieht dagegen vor, ein
Fertigungslos derart zu teilen, dall sich die Transportlose entsprechend einer
geometrischen Reihe entwickeln.? Dieser Abschnitt beschriankt sich dabei fiir beide
Alternativen auf die Ermitthung der Funktion der entscheidungsrelevanten Kosten.

Das dritte Kapitel zeigt fiir beide Varianten der Weitergabe von Transportlosen auf,
wie optimale Losgrofenpolitiken bestimmt werden koénnen. Fiir die Modellfor-
mulierung mit unterschiedlichen Transportlosen erfolgen zwei Modifikationen des
auf GOYAL zuriickgehenden Algorithmus. Es werden zwei Prozeduren entwickelt,
die insbesondere dann schnell zu der Optimallosung fiihren, wenn diese sich durch
eine hohe Transporthaufigkeit auszeichnet. Vor der Schlulbetrachtung endet der
dritte Abschnitt mit einem Zahlenbeispiel fiir alle vorgestellten Ansitze.

Vgl. Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975.
9 Vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977.

P —



2 Ansitze zur Planung der Fertigungslosgrofle

2.1 SZENDROVITS Ansatz zur Beriicksichtigung identischer Transportlose

Der in diesem Abschnitt dargestellte, auf SZENDROVITS!O basierende Ansatz be-
trachtet eine Planungssituation, die dadurch gekennzeichnet ist, dal zwischen der
Fertigungsstufe und dem Absatz nur die Weitergabe gleich grofier Transportlose q
zuldssig ist. Zur Ermittlung der entscheidungsrelevanten Kostenfunktion K(x,m),
welche abhingig ist von der Fertigungslosgrofe x und der Transporthaufigkeit m,
soll zunichst auf die Lagerhaltungskosten eines Fertigungsloses LK eingegangen
werden. Die Basis fiir die Bestimmung dieser Kosten stellt die sogenannte zeifge-
wichtete Lagerhaltung (Time [weighted] Process Inventory) TPISZ dar, mit deren
Hilfe sich die Flache unter dem Lagerbestandsverlauf eines Fertigungsloses x be-
rechnen 148t.11 Da annahmegemaf die Produktionsgeschwindigkeit Xp,s — gemessen
in Mengeneinheiten [ME] je Zeiteinheit [ZE] — groBer ist als die Absatzrate X g1
[ME/ZE], handelt es sich bei dem Absatzlager um ein Staulager. Der Ver-
deutlichung der Ermittlung der zeitgewichteten Lagerhaltung diene ein aus drei
gleich groBen Transportlosen bestehendes Fertigungslos.

Der in Abbildung 2 wiedergegebene Lagerbestandsverlauf ist charakteristisch fiir
den Staulagerfall. Die im Rahmen der zeitgewichteten Lagerhaltung zu bestimmen-
de Flache setzt sich damit unabhingig von der Anzahl der Transportlose aus den
dick eingerahmten Flachen A, bis A; zusammen. Unter Ausnutzung der fiir die Pro-
duktionszeit t, s bzw. Absatzzeit t, ;11 eines Fertigungsloses geltenden Relationen
ths= X/Xp s und ty 541 = X/Xp 511 konnen diese Flachen wie folgt dargestellt werden:

X ‘ X 1
AF{‘DL;:-X J'HtDLZ_x ]J'KP,S]'E G 2-1
p.s+l p,Ss+

tp,s(q) X
B Lmin=q=—

X X X
Ay = [—'— + 'tDLZ]' [tDLZ = J'Xp,s G2-2
Xps Xps+i Xp,s+1

H

tn e+t e ~t X
P.s va+1 DLZ Lm=q=-1;;

10 vgl. Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975, S. 298 ff., Szendrovits, Rejoinder,
1976, S. 334 ff., Szendrovits/Wesolowsky, Variations in Optimizing, 1979, S. 329 ff., spe-
ziell S. 329-333.

11 vygl. Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975, S. 302 f. Die nachfolgende Betrachtung
basiert auf dem von SZENDROVITS unter Bedingung 2 analysierten Fall.




2 Ansétze zur Planung der Fertigungslosgrifie

>

X X X X 1
A =[ + = IDLZ} y {tDLZ - ] "Xp s+l —[tor_z 3 ) Kps ‘S G2-3
XP!S xprs"'l XP)S p,S‘l—l )

tp,s+ip,s+1~IDLZ Lm_(Lmin:qz?’;_)
x X : G2-4
Az=(tprz ——[*{| DLz =7 | Xps+1 |'5 "
Xps Xp.s
——————— & ~ '
tDLZ~tp,s Lmax
LA
> Al L Te T 5
PR S SN
X A22
Lrnin ] ::Tﬁ L
A?l
Ay
A,
>
tp,s(q.) ! tp,s+~]. t
tp.s
tIIJLZ
B |

Abbildung 2: Zeitgewichtete Lagerhaltung fiir drei identische Transportlose

[n der Abbildung 2 kennzeichnet tpy 7 die Durchlaufzeit eines Fertigungsloses, ge-
messen vom Produktionsbeginn bis zum Absatz der letzten Mengeneinheit des
jeweils betrachteten Loses. Die zeitgewichtete Lagerhaltung errechnet sich aus der
Summe der soeben definierten Flachen zu:

TPISZ :Al +A2[ +A22 +A3 G 2-5

Einsetzen der Bestimmungsgleichungen der einzelnen Flichen (G 2-1 bis G 2-4) in
Gleichung G 2-5 und anschlieffendes Ausmultiplizieren erbringt nach der Zusam-
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menfassung gleichartiger Terme den folgenden Ausdruck fiir die zeitgewichtete La-
gerhaltung:12

2
TPISZ:‘x'tDLZ“x—"( b ] ] G251

Xps  Xps+l

Die Durchlaufzeit des gesamten Fertigungsloses durch das in Abbildung 2 be-
trachtete Produktionssystem ergibt sich zu:

tprz = tp,s(Q) + tp,s+l G 2-6
3 t 1
Mit t,,(q) =2 = E O b = X folgt daraus:
m m XP=S XP,S+1
tDLZ :_X._. : =+ . G2"61
m xps K[:.t,s-!-l

Ersetzen der Durchlaufzeit in Gleichung G 2-5.1 durch Gleichung G 2-6.1 fiihrt fiir
die zeitgewichtete Lagerhaltung zu:

2
TPISZ:x.i._L+L.{_J___L] G2-53

Bewertung der zeitgewichteten Lagerhaltung in Gleichung G 2-5.2 mit dem Lager-
haltungskostensatz ¢y g — gemessen in Geldeinheiten [GE] je [ME] und [ZE] -
ergibt die Lagerhaltungskosten pro Fertigungslos:

LKL=x-i-CL’S+Ei-( : ——1—1-01_5 G2-7
m Xps 2 \Xpsi1 Xpg ’

Im Hinblick auf die entscheidungsrelevanten Kosten eines Fertigungsloses sind
neben den soeben berechneten losweisen Lagerhaltungskosten weiterhin die los-
fixen Riist- und Transportkosten zu beriicksichtigen. Da die produzierende Stufe ein
Fertigungslos ohne Unterbrechung herstellt, bedarf es je Fertigungslos nur des ein
maligen Riistens. Die losweisen Riistkosten 13 entsprechen damit dem Riistkosten-
satz kg ¢ der Fertigungsstufe.

LK =kp 4 G 2-8
Durch Multiplikation des fixen Kostensatzes kT s je Transport mit der je Fertigungs-

los gewihlten Transporthiufigkeit m kénnen die losweisen Transportkosten be-
stimmt werden:

12 Fir eine ausfiihrliche Darstellung zur Ermittlung der Bestimmungsgleichung der zeitge-
wichteten Lagerhaltung vgl. Anhang A.

13 AnnahmegemiB steht die Fertigungsstufe in der durch tpLz - tp,s gekennzeichneten Zeit-

spanne flir die Fertigung anderer Produkte zur Verfiigung.
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LK.T = kT,s m G 2-9

Die im Planungszeitraum entscheidungsrelevanten Gesamtkosten ergeben sich, in-
dem die jeweiligen losweisen Kosten der Gleichungen G 2-7 bis G 2-9 mit der An-
zahl aufzulegender Lose (n bzw., da B = n-x, mit B/x) multipliziert und anschlie-
ffend summiert werden:

K(x,m)= 5 -

xcps'B x 1 1
_._.—+_.
Xps'm 2

]'GL,s'B+(kR,S+kT,5'm)'E G2-10
X‘p,5+| X'p,S X

2.2 GOYALS Ansatz zur Beriicksichtigung unterschiedlicher Transportlose

Im Gegensatz zum Abschnitt 2.1 besteht nun die Mdglichkeit, ein Fertigungslos mit
Hilfe unterschiedlich groBer Transportlose zum Absatz weiterzuleiten. In diesem
Abschnitt wird eine auf GOYAL!4 basierende Modellformulierung vorgestellt. Zu-
nédchst soll wiederum lediglich die Funktion der entscheidungsrelevanten Kosten
aufgestellt werden. Da die Aufsplittung des Fertigungsloses in Transportlose auch in
diesem Ansatz nicht willkiirlich erfolgt, soll vorerst auf das diesem Modell zugrun-
deliegende Bildungsgesetz eingegangen werden.

Zur Veranschaulichung diene wiederum ein sich aus drei unterschiedlich groBen
Transportlosen zusammensetzendes Fertigungslos. Das noch zu definierende Bil-
dungsgesetz der Transportlose ermdglicht, wie der Abbildung 3 entnommen werden
kann, dal — im Unterschied zu Abschnitt 2.1 — kein Transportlos mehr in seiner ge-
samten Grofle iiber einen bestimmten Zeitraum auf Lager liegt. Fiir die in Abbil-
dung 3 enthaltenen Fertigungszeiten t, | (q;) der Stufe 1 gilt in Abhéngigkeit von

der Transportlosgréfle g;, 1=1(1)3:
d3

tp,l(Ql):i}:—'s tp,l(Q2)='&2—: tp1(d3)=—— B 2-11
xp,l KP,] xp,l

Entsprechend gilt fiir die zeitlichen Absatzreichweiten t;, 5 (qy):

. : -2 =23 B 2-12
tp2(qr) . tp2(a2) %02 » 1p2(q3) %oz
Setzt sich ein Fertigungslos aus m Transportlosen zusammen, so gilt fiir die Bear-
beitungszeiten (vgl. hierzu auch Abbildung 3): 13

tp,s(‘]iﬂ):tp,sd-l(q.i) firi=1(l)m-1 G 2-13

14 vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 866 f¥.

I5 Die Schreibweise i=1(1)m-1 entspricht der ganzzahligen Erhéhung der Laufvariable i von 1
bis m-1. Gebriuchlich ist auch die Verwendung der Schreibweise i=1, 2, ..., m-1.
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—

Ll e

e

41 7=5

tp1(q1) tp1(q2) tp1(d3) !

th2(@) |  tp2(q2) tp2(a3)

Abbildung 3: Exemplarischer Lagerbestandsverlauf der Transportlose im Ansatz
von GOYAL

Unter Verwendung der Gleichungen B 2-11, B 2-12 und G 2-13 resultiert aus den
Bearbeitungszeiten der Transportlose:

Xp,
t51(02) =t52(q)) @2 =3 5 q, =q, 2L B 2-14
P P X X X
Pyl p:2 p.2
2
Xpi 1 %ol
tp1(a3)=1p2(q2) < 43 =81 % miffy o <:>q3=q1-[—-——J B 2-15
*pil *p2  Xp X2 *p2 Xp2

Die Produktionszeit eines Fertigungsloses auf Stufe eins ergibt sich mit den
relevanten Gleichungen aus B 2-11 sowie B 2-14 und 2-15 zu:16

2 1 X 1 %51 )
A ]
tp =th,i(qi)= 1,92 93 41 “qq - B & -q,-[-—P—} B 2-16
) Xpl  Xp1 Xp1 Xp1  Xpi Xp2 Xpl Xp2
Einsetzen der fir ein Fertigungslos geltenden Relationen t,;-xp;=x bzw.
tp1 =x/xp; in Gleichung B 2-16 fiithrt zu:

2 3 K|
X, Xp1 Xp,1
Xp,2 Xp2 iy VEpi2

»

Anhand von Gleichung B 2-17 kann somit festgestellt werden, dafl die Transportlos-
grofen einer geometrischen Reihe folgen. In einer rekursiven Form laBt sich ein

16 Die Herleitung iiber t,, fiihrt zu identischen Ergebnissen.
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Transportlos aus dem vorhergehenden Transportlos durch Multiplikation mit dem
Quotienten xp, 1/Xp, 7 ableiten. Ein Fertigungslos stellt damit die Partialsumme der
eine geometrische Reihe bildenden Transportlose dar. Das Fertigungslos des Bei-
spieles kann daher auch ausgedriickt werden durch:

X = X
I
{ p.lJ ~1 [ P, j_l
X X
p.2 p.2
=ql-.__;____._..<:.q1:—_-x._.._.3_.._
( PJ)_I [xp,l] 1
xpvz xp,z

Fiir den allgemeinen Fall mit x| =x,5 und x,; =x,,; bei m Transportlosen kann

B 2-18

festgehalten werden:
m m-1 o i1
Xps Xp, Xop, .
X=ZQ';=Q1+C[1‘ = +...+q1-( = ] =q- ( i ] G 2-19
i=l Xps+l Xp,s+l i1 \Xps+l

und demzufolge gilt:
xp,s-!—lJ

e
Xps+l

Zur vereinfachten Schreibweise sei:

x=q

Xps
[ p, ] s l
Xp,s+l
N m
p’s ) - 1
Xp,s+l

Mit dem Bildungsgesetz fiir die Transportlose ist die Grundlage fiir die Bestimmung

q) =%-A(q,m) mit: A(q;,m)= G 2-19.1

der losweisen Lagerhaltungskosten gelegt. Unter Beibehaltung der bisherigen Vor-
gehensweise werden sie zundchst fiir das in Abbildung 3 vorgestellte Beispiel
ermittelt. Die losweisen Lagerhaltungskosten ergeben sich damit durch Summation
der Lagerhaltungskosten der drei Transportlose:

LKy =LKy (q1)+ LK (q2)+ LK (q3) B 2-20

Fiir die Berechnung der transportlosbezogenen Lagerhaltungskosten ist zu beriicksi-
chtigen, da} der maximale Lagerbestand die GroBe des entsprechenden Transport-
loses besitzt. Uber die gesamte Produktions- und Absatzzeit eines Transportloses
liegt aber durchschnittlich nur genau die Halfte des Maximalwertes auf Lager und
ist somit in die Bestimmung der angesprochenen Kostengréfie einzubeziehen. Die
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Verwendung der Gleichungen B 2-11 bis B 2-15 fiihrt zu folgenden Lagerhaltungs-
kosten der Transportlose:

2
9 q q 9 q 1 1
I—-KL(q]):'_]'(tp,l(QI)+tpaz(ql)]'cL,] =_1' “"]_+ ] 'CL‘]=—i' i e 'CL,]
2 2 XPJ Xp’z 2 XP 1 X]J,Z
B 2-21
q q
LKL(QZ):_ZA'(tp,l(QZ)"'tp,Z(QZ))'CL’l =—2£[—q2—+—q2—J “CL)
Xp’} Xpsz
X X X B X 2
=&]_. p‘]‘ 4 . P,1+ 4 . Pl .cleq_]. ! + ] . p.! *CpL1
2 Xp2 \Xp1 Xp2 Xp2 Xp2 T2 \Xp1 Xp2/) \Xp2 ‘
B 2-22
q3 q q q
LKL(‘IB):_Z“'(tp,l(QE.)+tp,2(¢l3)]'01_,1:—i'[——g—+—-3-—}cu
2 XP:] Xp,z
X ? X . X 4
)l ) Al
LK1 (q3) =qz_1[ P J | ( B ] +-3 [ L J L)
Xp,2 Xpl \Xp2 Xp2 \%p2
2 %\
-:g..l_.[ l -3 l ].[ p"J -C'LI B2"23
2 Xpl Xp2 Xp2 !

Die Lagerhaltungskosten pro Los resultieren aus dem Einsetzen der Gleichungen
B 2-21 bis B 2-23 in Gleichung B 2-20:

2 X % X %
LKL :_]“"[*'—_"'1 +—'_‘—] }' 1+[_'——‘p‘l} ""[_‘p,l} 'CL‘l
2 Xp,l }ipg X'sz KP,Q

2i-2 2(i-1)
2 3 2 3
1 1 Xp, 1 1 Xp,1
T2t IR AE TSt o )
Xpi Xp2 e Xp2 2 Xp1 Xp2 o Xp,2
6
%
:E“_[ gt ] LR B 2-24
2 \Xp1 Xp2 pr] »
Xp,z
In allgemeiner Form gilt:
2(i-1)
2 m (%
LKng—I—'( 1 + ! ]Z[ P,SJ 'CL,S y 62'25
2 \Xps Xps+l =] \Xp,stl
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x 2m
o) -
Xp,sel
2
- ] -
Xps+l
Wird des weiteren q; in Gleichung G 2-25.1 durch Gleichung G 2-19.1 substituiert,
so lassen sich die Lagerhaltungskosten fiir ein Fertigungslos wie folgt angeben:

af

2l G2-25.1
2

LK =

1 p
( E J-D(ql,m)-c[‘,s mit: D(q;,m)=
Xps  Xps+l

<2 [ m)]*

LKL = 7

[11 e ]-D(ql,m)-cL,s G226

o P,5 xP,s"_l

Unter Berticksichtigung der relevanten losweisen Riist- und Transportkosten be-
rechnen sich die im Planungszeitraum entscheidungsrelevanten Kosten in Analogie
zum vorhergehenden Abschnitt durch die Multiplikation der losweisen Kosten-
grofien mit der Anzahl aufzulegender Lose (n = B/x). Die im Planungsansatz von
GOYAL zu minimierende Kostenfunktion lautet damit:

B

K(x,m) ]-cL’s-D(ql,m)-B+(kR'5+kT,s-mJ‘-}; G 2-27

=x~[A(ql=m)]2‘( 1,1
X

2 ps  Xps+l

In einer anderen Formulierung kann G 2-27 auch wie folgt geschrieben werden:17

X-cr .-A(q,m)-B
K(x,m) = Ly, W) +i-[

Xps 2

1 _~—1-J'CL,5'B+(kR,s+kT,s'm)'% G2-28

Xpstl  Xpgs

e
Xps+l
)
Xp,s+l
Diese Darstellung erméglicht einen direkten Vergleich mit der in Abschnitt 2.1 er-
mittelten Kostenfunktion G 2-10. Es stellt sich heraus, dal G 2-10 und G 2-28 nur
bei der Berechnung der Lagerhaltungskosten einen Unterschied aufweisen. Wih-
rend im Falle ungleich grofler Transportlose der Ausdruck A(q,m) im ersten
Quotienten Verwendung findet, wird dort fiir identische Transportlose der Ausdruck

1/m angesetzt. Diese Ausdriicke determinieren damit die Struktur der Transportlos-
bildung.

mit: Aq,m)= G 2-28.118

17 vgl. Anhang B oder Bogaschewsky/Buscher/Lindner, Simultanplanung, 1999, S. 6 ff.
18 vgl.G2-19.1.

b a it

o e ety 5 sl
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3 Bestimmung optimaler Losgrofienpolitiken

3.1 Optimierung bei identischen Transportlosgrifienl?

In diesem Abschnitt wird die Berrechung der optimalen Fertigungslosgrofie und
Transporthaufigkeit fiir den Fall gezeigt, dai die Weitergabe eines Fertigungsloses
zum Absatz durch identische Transportlose erfolgt. Den Ausgangspunkt der Uberle-
gungen stellt die in Abschnitt 2.1 ermittelte Kostenfunktion G 2.10 dar. Zunichst
werden die fiir die Optimierungsprozedur notwendigen Bestimmungsgleichungen
hergeleitet.

Um die optimale Fertigungslosgrofie fiir einen gegeben Wert der Transporthiufig-
keit zu erhalten, mufl Gleichung G 2-10 partiell nach x differenziert und anschlie-
Bend gleich null gesetzt werden:20

X'cp<-B
Rl ——ts +i-{ . J.CLS-BJ,[}(RN}(T,S-m)-E G 2-10
Xps M 2 Xps+l  Xps g X
Cy B !
oK(x,m) _ CLs +i[ 11 ]-CLS-B-(kRs+kTs‘m}'£= A 3-1
ox Xne'm 2 \X X ’ ’ ’ 2
Pss p.stl Pss %

Als optimale Fertigungslosgrofle fiir einen gegebenen Wert von m ergibt sich:

kR,S -+ kT,S -m
CL,s 1 [ 1 1 ]
L2y = TS
\ Xps - m 2 Xpstl  Xps

Die zugehorige optimale Transportlosgrofie bestimmt sich, indem die nach Glei-
chung G 3-2 ermittelte optimale FertigungslosgroBe durch die gegebene Transport-
haufigkeit m dividiert wird. Allgemein gilt:

ngz (m) = G 3-2

q:— G3"‘3

Es werden somit — wie fiir die Fertigungslosgrofe — keine Ganzzahligkeitsanforde-
rungen an die Transportlosgrofie gestellt.

19 vgl. Szendrovits, Rejoinder, 1976, S. 337 f., Bogaschewsky, Planung, 1998, S. 296 ff,
Bogaschewsky/Buscher, Transportlosgrifienplanung, 1999.

20 Fir die hinreichende Bedingung vgl. den Konvexititsheweis in Anhang C 1.
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Die Ermittlung der optimalen reellwertigen Transporthaufigkeit maopt (x) fur einen

gegebenen Wert von x setzt voraus, daf Gleichung G 2-10 partiell nach m differen-
ziert und anschlieBend gleich null gesetzt wird:21

; ‘B t
K(x,m)  X-Cpgs +kT,s'E=0 A 3-4

Die optimale reellwertige Transporthaufigkeit fiir ein gegebenes x berechnet sich
damit wie folgt:

| —Ls G 3-5 |
{}Pi(x) X Xp,s'k'r,s 1

Fiir die Optimierungsprozedur ist allerdings die Kenntnis des globalen Optimums
der Transporthaufigkeit erforderlich. Da es mit Hilfe von G 3-5 nur bestimmt
werden kann, wenn die global optimale Fertigungslosgrofe bekannt ist, konzentrie-
ren sich die folgenden Ausfithrungen auf die Ermittlung dieser Gréfle. Um die
Kostenfunktion allein in Abhangigkeit von x zu formulieren, ist m in Gleichung G
2-10 durch Gleichung G 3-5 zu ersetzen. Der Ubersichtlichkeit halber werden die
nachstehenden Vereinfachungen verwendet:

c
C(.=‘£'[ I ——I—J CLS B+kR,S B ﬁ: L.s
2 Xp,stl p,s X Xps

Die Nutzung der Vereinfachungen fiihrt zu folgender Kostenfunktion:

x-B-B "‘kTs

-k k2.
Jﬁ T3 'B-i-\/ T8 B‘B+&
‘ B kTs kT,s

K(x)=

=2 [B-krs B+a

Nach Riicksetzung der Vereinfachungen ergibt sich:

k
K(x)=2- M-B+i-{ S J ceps B+kps- 2 G3-6
b4

Xps 2 \Xps+l  Xpgs

Die notwendige Optimalititsbedingung resultiert aus der Differentiation der Glei-
chung G 3-6 nach x und anschlieBendem Nullsetzen:

21 Fiir die hinreichende Bedingung vgl. den relevanten Konvexititsbeweis in Anhang C 2.
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!
aK(X)z_}_{ 1 = l_}‘cL,S'B_kR,S'-E:O A 3-7
Ox 2 \Xpsi1 Xpgs 27

Das globale Optimum der Fertigungslosgrofie errechnet sich damit aus:

2-kp

1
Xopt =
[ | 1 J .
B N ]
\ xpis+l xp»s

Die obige Gleichung zeigt interessanterweise auf, dal die optimale Losgrofe der

G 3-8

rein offenen Fertigung zugleich das globale Optimum der Fertigungslosgréfie unter
Beriicksichtigung identischer Transportlose determiniert.2? Zur Ermittlung des glo-
balen Optimums der Transporth@ufigkeit braucht G 3-8 nur noch in G 3-5 eingesetzt
zu werden. Als Bestimmungsgieichung ergibt sich:

sz _ | 2kgg J CLs
J Ls

Moy =
[ 1 1 " Xps KTs
Xps+l  Xpgs

- 2-kps
X
[ p’s - 1] ‘ kT=s
Xp,stl
Die Auspragungen der Fertigungslosgrofle sowie der Transporthiufigkeit im globa-
len Kostenminimum bilden eine nicht zu unterschreitende untere Schranke der er-
reichbaren minimalen entscheidungsrelevanten Gesamtkosten. Dabei wird in der
Regel der Fall auftreten, dafl die Transporthaufigkeit im globalen Optimum einen
nicht ganzzahligen Wert annimmt (vgl. auch G 3-9). Realistischerweise kann ein
Fertigungslos aber nur in einer ganzzahligen Anzahl von Transportlosen zwischen

der Fertigungsstufe und dem Absatz weitergeleitet werden. Damit ist die Transport-
haufigkeit als diskrete Variable aufzufassen.23

G 3-9

Zur Ermittlung der ganzzahligen optimalen Transporthaufigkeit kann auf eine aus-
schlieflich von m abhangige Kostenfunktion — im folgenden als kontinuierliche
Kostenfunktion fiir m bezeichnete Funktion — zuriickgegriffen werden, die fiir einen
gegebenen Wert von m die nicht zu unterschreitenden entscheidungsrelevanten

22 Vgl. zur Bestimmungsgleichung der optimalen Losgrofie der rein offenen Fertigung z.B.
Bloech et al., Produktion, 1998, S. 250 ff., Bogaschewsky, LosgroBe, 1996, Sp. 1146 ff.

23 vgl. dazu Goyal, Note, 1976, S. 332.
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Kosten abbildet.24 In allgemeiner Form ergibt sich die kontinuierliche Kostenfunk-
tion fiir m, wenn x in G 2-10 durch G 3-2 ersetzt wird. Zur Ableitung der Kosten-
funktion werden die nachfolgenden Vereinfachungen verwendet:

c
o= Ls «:—i( - I}-CL,S B=krg+kyg-m

Anwendung der Vereinfachungen in der Kostenfunktion G 2-10 sowie anschliefen-
de Substitution der Fertigungslosgrofenvariable x durch G 3-2 ergeben:

K(x,m):x-a-B+ﬁ-E
X

2 2z
K(m)=JE'a-B+B-—P—=]/B'a B4 |t B-2.8. fa
o \ﬁ?;: o B
(24

Werden auch diese Vereinfachungen wieder riickgangig gemacht, so erhiilt man als
kontinuierliche Kostenfunktion fiir m:

K(m):Z-B-J(kR,s+kT,s'm)'!: — +1'[ 1 -L)-CL,S} G 3-10

Xps'm 2 \Xpsel  Xpg

Da die Fertigungslosgrofle per Definition keinen Ganzzahligkeitsanforderungen
unterliegt, kommen aufgrund der Konvexitat der Kostenfunktion beziiglich m nur
die beiden ganzzahligen Auspragungen von m als kostenminimierende Optima in
Frage, die in direkter Nachbarschaft zu dem nicht ganzzahligen globalen Optimum
von m liegen.25 Aus diesen beiden Ausprigungen der Transporthaufigkeit ist
anhand eines mit Hilfe von G 3-10 durchzufiihrenden Kostenvergleiches diejenige
auszuwihlen, die die entscheidungsrelevanten Kosten minimiert. Die optimale Ferti-
gungslosgroBe 1d6t sich bestimmen, indem der optimale ganzzahlige Wert von m in
G 3-2 eingesetzt wird.26 Der Veranschaulichung der Optimierungsprozedur dient
die Abbildung 4.27

24 Auferund der Konvexitit der Kostenfunktion beziiglich x existiert fiir diesen Wert von m
keine weitere Losgrofe, die fiir genau dieses m zu geringeren Kosten im Planungszeitraum
fihrt.

25 Falls sich fiir die global optimale Transporthiufigkeit ein ganzzahliger Wert ergibt, dann
wird der im folgenden angesprochene Kostenvergleich hinfallig.

26 Eine andere Maglichkeit der Ermittlung der kostenoptimalen Auspragungen von x und m

besteht darin, fiir die beiden relevanten ganzzahligen Werte der Transporthdufigkeit die
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K( ngpil )

K(mg])

Y

5Z 52 SZ
Lmoth mopt I-mopt] o

Abbildung 4: Bestimmung der optimalen ganzzahligen Transporthiufigkeit
bei identischen Transportlosen

3.2 Optimierung bei unterschiedlichen Transportlosen

3.2.1 GOYALS Optimierungsansatz

Im Gegensatz zum Abschnitt 3.1 wird im folgenden eine Planungssituation betrach-
tet, in der die Beférderung von Transportlosen unterschiedlicher Grofle zwischen
der Fertigungsstufe und dem Absatz zulassig ist. Falls ein konkretes Fertigungs-
system die entsprechenden Freiheitsgrade aufweist, 1aBt sich durch die Bildung un-
gleicher Transportlose eine Reduktion der entscheidungsrelevanten Kosten gegen-
iiber der Planung identischer Transportlose erreichen.2® Die TransportlosgroBen
sind dabei entsprechend einer geometrischen Reihe zu gestalten (vgl. G 2-19). Die
Gleichung G 2-28 reprisentiert demzufolge die zu minimierende Zielfunktion.

entsprechenden optimalen Auspragungen der Fertigungslosgréfe mit Hilfe von G 3-2 zu be-
stimmen und nachfolgend fiir die beiden zusammengehorigen Wertepaare die Kosten nach
G 2-10 zu errechnen, um das kostenminimierende Wertepaar auszuwzhlen. Vgl. dazu Boga-
schewsky/Buscher, TransportlosgréBenplanung, 1999.

27 Mit [mggtJ bzw. |-m§§t-' ist die direkt benachbarte kleinere bzw. groflere ganzzahlige

Transporthaufigkeit benannt.

28 Vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 869 f.
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cLs-Alq,m) B
K(x,m)=x cLs ~Alqr,m) +32(..[ I 1}ICL,S'B+(kR,S+kT,S.m).E G 2-28
Xps Xpstl  Xps X
X
[ P,S)_l
X
mit: A(q,m)=——b2"" G 2-28.1

m
Xp,sti

Zur Bestimmung der optimalen Fertigungslosgrofe fiir einen gegebenen Wert der
Transporthaufigkeit ist es zunachst notwendig, G 2-28 partiell nach x abzuleiten und
anschliefiend gleich null zu setzen:2?

2

'A £ -B '
A oL +1{ 1 1],CL,S.B_(kR“kT,S.m).izzo A3-11
X S X

ps Xpstl  Xp,

Die optimale Fertigungslosgrdfe fiir ein gegebenes m ergibt sich damit zu:

kpst+krs-m

6|
xop-t(m)z
‘A
¢CL,S (‘“;m)d,l.( 1 1]_%,3

Xps 2 \Xpsi1  Xpgs

G 3-12

Auch der auf GOYAL basierende Algorithmus bedarf zur Losungsfindung der konti-
nuierlichen Kostenfunktion fiir m. Die Interpretation dieser Funktion unterscheidet
sich nicht von derjenigen im Abschnitt 3.1. Fiir die Herleitung dieser Kostenfunk-
tion werden die folgenden Vereinfachungen definiert:

crs-Alqr,m 1 1 1
= Ls ! 4 —_ — 'CL,S B=kR’s+kT’S'm
Xps 2 Xps+l  Xpgs

Substitution von x in G 2-28 durch G 3-12 fiihrt unter Riickgriff auf die Vereinfach-
ungen zu:

K(m) = \/_ouB+B 1’ J ‘B=2-B-y/B-«

29 Fir die hinreichende Bedingung vgl. den relevanten Konvexititsbeweis in Anhang C 1.
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Die kontinuierliche Kostenfunktion fiir m lautet demzufolge:

A \
K(m)—z'B'J(kR,s"'kT,s'm]'iiw“’“l‘( - I}cm} G 3-13

Xps 2 \Xpst!  Xpg

Da sich anders als bei der Planung identischer Transportlose die globalen Optima
der FertigungslosgroBe bzw. der Transporthaufigkeit nicht ohne weiteres mit Hilfe
von Bestimmungsgleichungen direkt ermitteln lassen, nutzt die im folgenden vorzu-
stellende Optimierungsprozedur eine iterative Vorgehensweise.39

Wieder stelle die Transporthaufigkeit m eine diskrete Variable dar. Auch fiir diesen
Lasungsansatz gilt, daf} fiir jedes m — und damit auch fiir jedes ganzzahlige m - eine
Fertigungslosgrofe existiert, die zu minimalen Kosten im Planungszeitraum fithrt.
Der Losungsalgorithmus zur Ermittlung der optimalen ganzzahligen Transport-
haufigkeit nutzt die Tatsache aus, daff die Kostenfunktion beziiglich m einen kon-
vexen Verlauf aufweist.3! Dabei reprisentiert m = 1 die kleinste zuldssige Trans-
porthdufigkeit. Beginnend mit diesem Startwert werden die zugehérigen Kosten
nach G 3-13 solange fiir jede ndchsthohere ganzzahlige Auspragung von m ermit-
telt, bis erstmals festgestellt wird, daf die fiir eine Transporthdufigkeit errechneten
Kosten grofer sind, als die optimalen Kosten der néachstkleineren Transporthéufig-
keit (vgl. Abbildung 5). Der konvexe Verlauf der Kostenfunktion garantiert, dafl
oberhalb der als letztes betrachteten Transporthaufigkeit kein weiterer Wert exi-
stiert, der zu geringeren Kosten fithrt. Die Planungslosung mufl damit der folgenden
Optimalitatsbedingung geniigen:

R(mby —1)2 K(mgm)ﬁ(mﬁm +1)32 G 3-14

Die der ermittelten Losung entsprechende Fertigungslosgrofie kann anschlieend
mit Hilfe von G 3-12 berechnet werden.

30 Der gewihlte Losungsansatz ist im wesentlichen identisch mit der von GOYAL vorgeschla-
genen Optimierungsprozedur. Vgl. Goyal, Optimum Production Quatity, 1977, S. 868.

31 vgl. den relevanten Konvexititsbeweis in Anhang C 3.
32 vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 868.
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Start

Berechne K(m)
Berechne K(m)

ja
K(m) <K (m-1)?

[Eercc]mc xfp‘"t {mogpt)

Abbildung 5: GOYALS Optimierungsalgorithmus

3.2.2 Modifizierte Optimierungsansiitze

Der auf GOYAL basierende Optimierungsansatz erweist sich immer dann als auf-
wendig, wenn die Beférderung der Fertigungslosgréfie im Optimum mit einer
groBen Anzahl von Transporten zum Absatz erfolgt. Aufgrund dieses Sachverhaltes
sollen in diesem Abschnitt zwei Algorithmen vorgestellt werden, deren Grundge-
danke darin besteht, die Uberpriifung der Transporthaufigkeit nicht bei m = 1 zu
beginnen, sondern bei einem héheren Wert. Grundsitzlich verringert sich dadurch
die Anzahl der erforderlichen Iterationen zur Ermittlung der optimalen ganzzahligen
Transporthaufigkeit. Ausgehend von den jeweils verfahrensspezifischen Startwerten
fiir m ist fiir beide Ansitze sicherzustellen, daf3 auch tatséchlich die optimale ganz-
zahlige Transporthdufigkeit berechnet wird.

ALGORITHMUS I:

Zur Ermittlung des Startwertes fiir m wird auf die Fertigungslosgrofie der offenen
Fertigung xg, zuriickgegriffen. Fiir diese LosgroBe fiihrt nur die optimale reellwer-

PR S —————
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tige Transporthaufigkeit mffm (xgp,] zu minimalen Kosten. Zur Bestimmung dieser
Transporthaufigkeit wird xg; (vgl. G 3-8) in G 2-28 eingesetzt, die Kostenfunktion

nach m abgeleitet, gleich null gesetzt und schliefilich nach m aufgelost:

‘ x2. -cy . Alg;,m)-B  x° B
| K(m,xgpt)= opt ‘OLss” A1 ) G, : b “CLs 'B+(kR,S+lelm)- 0 [ =
Xps 2 \Xpstl  Xps X opt -
G 2-28.2
. Xps+i
mit: A(q)m)=——"— G2-28.1
Xp.s J = |
Xp,s+l
0 0 [ 1
aK(m:xopr) _ Xapt ‘cps-A'(q),m)-B "’kT,s‘ B =0 33 A 3-15
om Xp.s J‘:gpt

2
(x8pt) -ors-A'@ym)

X

n kT,S =0
pis

Nach dem Einsetzen von G 3-8 ergibt sich:

2-kps-cps-A'(qy,m)

1 1
' ( - } “CLs Xps
| Xps+l  Xpgs
| 2-kps-A'(q,m) . — G3-16
=
Xp,stl
An dieser Stelle bietet es sich an, mit Hilfe der Quotientenregel die explizite Ablei-
tung von A(q;,m) nach m anzugeben. Hier und im folgenden werden die nach-

%+ kT,s =0

stehenden Vereinfachungen verwendet:

m
L=[ *ps ] mitL>1 und Z=[—)-(—‘3’5—] mit Z > 1 sowiem > 0
Xpstl Xps+l

A'(q),m) = 3
(Z-1)

33 W . 2 ]
A'(q;,m) moge die Ableitung von A(q;,m) nach m darstellen. Auf die explizite Ablei-

- tung wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit zunichst verzichtet.

P e e o

s, il e R -
i - — e -

ey e ~ -
2 el S i S A s
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Einsetzen von G 3-17 in G 3-16 ergibt:

2-kps-In(l)-Z
2 =kT,S
(Z-1)°
2-kps-In(L)-Z=krs (Z~1)? G 3-18
2-kg - In(L
zz-z-[—R—’s—ﬁJrz]H:o
Ts
kpo-ln(@) ) kge-ln(l)
Z=+ [-————R'S +1] % Pl Nada G3-19
ks kg

Nur der positive Wurzelausdruck ist relevant, weil andernfalls die Bedingung Z > 1
nicht gewihrleistet ware. Die optimale reellwertige Transporthaufigkeit beziiglich
xop Kann berechnet werden, indem die Gleichung Z = L™ auf beiden Seiten loga-

rithmiert und anschlieBend nach m umgeformt wird:

m-In(L) = In(Z)

Demzufolge gilt:
G _In(2)
mopt( gpt) ") G 3-20
Riicksetzung der Vereinfachungen ergibt:
h
Joonze) | wnfzz]
kR,s -lIn| —— kR’S‘].Il
In OB b =t TR
] ks ks
\ L /
muG]:!t(xgpt)= G321
Xps+l

Aus der Definition der kontinuierlichen Kostenfunktion K(m) folgt, daB die optima-
len Kosten fiir ein spezielles m exakt durch den anhand von K(m) ermittelten Wert

abgebildet werden. Demzufolge liegt der Punkt {mgpt(XgP‘)’K[m"GP‘(xgpt m B

K(m). Dariiber hinaus gelingt der Beweis, dafl die kontinuierliche Kostenfunktion

Miae
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im Punkt mffp,(xgp,] eine negative Steigung besitzt.34 Aufgrund ihres konvexen
Verlaufes hat sie daher auch bei der kleineren Transporthaufigkeit [mEm (xgpl)J

einen negativen Anstieg. Dies bedeutet gleichzeitig, dafl bei Verwendung von
Lmocpl (xgpl ] J als Startwert in keinem Fall zu Beginn des modifizierten iterativen

Suchprozesses die optimale ganzzahlige Transporthaufigkeit tberschritten wird.
Nach der Bestimmung des verbesserten Startwertes nimmt die modifizierte Opti-
mierungsprozedur die Vorgehensweise von GOYAL auf. Abbildung 6 gibt die Er-
mittlung des verbesserten Startwertes wieder.

Abbildung 6: Startwertbestimmung des modifizierten Optimierungsansatzes-
ALGORITHUMS I

Im Gegensatz zu dem auf GOYAL basierenden Ansatz stellt nicht m = 1 den Start-
wert des Algorithmus 1 dar, sondern wird durch die Transporthaufigkeit ngm (xgpt )J

determiniert. Diesem eher geringen zusatzlichen Berechnungsaufwand steht eine
wesentlich verminderte Anzahl von auf Optimalitat zu iberpriiffenden Transport-
haufigkeiten gegeniiber.

ALGORITHMUS II:

Im Rahmen dieses Losungsansatzes dient das — sehr einfach zu ermittelnde ~ globa-

le Optimum der Transporthaufigkeit bei Weitergabe identischer Transportlose m§§T

34 Vergieiche hierzu Anhang D.
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(vgl. G 3-9) als Ausgangspunkt zur Bestimmung des modifizierten Startwertes be-
ziiglich m. Fiir die nachfolgenden Ausfiihrungen sei vorerst angenommen, da mg4

kein ganzzahliger Wert ist (vgl. Abbildung 7). Im Unterschied zu ALGORITHMUS
[ tritt jetzt der Fall auf, daB die korrespondierende Ausprigung LmﬂP‘J entweder

kleiner oder groBer als die zu bestimmende optimale Transporthaufigkeit sein kann.
Damit ist neben der Festsetzung des noch zu spezifizierenden Startwertes fiir m
ebenfalls zu entscheiden, ob von diesem Wert ausgehend, die Losungssuche in
Richtung kleinerer oder gréferer Ausprdgungen der Transporthdufigkeit fortzu-
setzen ist.

© Startwertbestimmung des
ALGORITHMUS Il

Berechne
K(m3%-1) und K(mS%+1)

m,: = e : S
=] mSZ
! LmopIJ my: = Mgy myi = mosgt*-]
g oG]
y
Berechne K(m ) l Fﬂechm K(m,)
Berectne
K(my) und K(m,)
weiter Abbildung 8 J

Abbildung 7: Startwertbestimmung des Algorithmus II

Um die aufgeworfenen Fragestellungen zu beantworten, sind die beiden ganz-

zahligen Transporthiufigkeiten |_rn§%[J und I-rnupl ‘emem Kostenvergleich unter

Nutzung der kontinuierlichen Kostenfunktion K(m) (vgl. G 3-13) zu unterziehen.
Hierbei repriisentiert die kostengiinstigere Transportanzahl den gesuchten Anfangs-
wert hinsichtlich m. Bildet I.m"P‘J bzw. [ mopt-( den relevanten Wert ab, dann ist in

Richtung kleinerer bzw. groBerer Ausprigungen der Transporthiufigkeit nach
moglichen kostenverbessernden Losungen zu suchen. Der Abbildung & kann ent-
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nommen werden, dal auch fiir diesen Ansatz gilt, daB nach der Berechnung des
Startwertes fiir m unabhangig von der konkreten Suchrichtung in strukturell ver-
gleichbarer Weise die Optimierungsprozedur von GOYAL zur Gewinnung der
Optimallésung Anwendung findet. Der konvexe Verlauf der Funktion K(m) beziig-
lich m stellt dabei wiederum die Optimalitit einer auf diese Art und Weise ermit-

telten Planungslosung sicher.

Abbildung 7

nein

K(m,) < K(m;)?

m=m,
p m=mtl
Kopt =K(m) w
: - |
Migpt = My
opt
Berechne K({m) K e K(m,) Berechne K(m)
* 0
mspt =m-1
Kow =K(m-1)
I.._.—..___’
Berechne -
L G2 ]
Xopt (Mopy)

Abbildung 8: Optimierungsprozedur des Algorithmus IT

Falls im Gegensatz zu den bisherigen Ausfiihrungen bei dem Kostenvergleich von
l_mﬁ%t_l und [mﬁﬁ-l eine Kostenidentitdt konstatiert wird, so ist es unter Optimie-

rungsgesichtspunkten unerheblich, welche der beiden ganzzahligen Transporthdu-
figkeiten Verwendung findet. In diesem Fall kénnen weiterfiihrende Berechnungen
entfallen, da der beschriebene Sachverhalt nur Relevanz besitzt, wenn l_m%J und

‘-mﬁgi] die beiden dem globalen Optimum der Transporthdufigkeit dieses Modell-

ansatzes direkt benachbarten ganzzahligen Auspragungen reprasentieren. Aufgrund
der bereits angesprochenen Kdvexititseigenschaft der Funktion K(m) beziiglich m
ist garantiert, daB keine kostengiinstigeren Losungen existieren konnen.
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Oft wird m$Z eine nicht ganzzahlige Ausprégung sein. Tritt jedoch ein ganzzahliger
Wert fiir mgs bei einer speziellen Parameterkonstellation auf, dann ist die

Losungsfindung um die in der Abbildung 7 angegebenen zusétzlichen Rechen-
schritte zu ergénzen.

Anhand einer Vielzahl von getesteten Rechenbeispielen konnte festgestellt werden,
daB die Startwerte der Transporthaufigkeit m im allgemeinen bei ALGORITHMUS
I und ALGORITHMUS II nur geringfiigige Abweichungen aufweisen und somit der
zur Losungsfindung erforderliche Aufwand beider Verfahren annihernd gleich ist.
Allerdings kann in bezug auf ALGORITHMUS II bei einer ungiinstigen Para-
meterlage der Fall eintreten, daB zur Ermittlung der Optimallésung eine erheblich
groBere Anzahl von Iterationen bendtigt wird, als mit GOYAL’s Optimierungs-
ansatz. Abschliefend ist damit zu konstatieren, dafl sich die beiden modifizierten
Algorithmen inbesondere dann als besonders leistungsfihig erweisen, wenn im
Optimum Fertigungslose mit einer grofen Anzahl von Transporten zum Absatz be-
fordert werden.

3.3 Veranschaulichung durch ein Zahlenbeispiel

Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, die im Arbeitsbericht vorgestellten An-
sitze der simultanen Fertigungs- und TransportlosgroBenplanung anhand eines nu-
merischen Beispieles zu illustrieren. Fiir eine im Rahmen einer Serienfertigung
herzustellende Produktart gelten die folgenden Parameterwerte:

Xp,I Xp2 Ll kg, k)
120 90 0,3 200 10

Tabelle 1: Parameterwerte des Zahlenbeispiels

In dem 150 ZE umfassenden Planungszeitraum ist ein Bedarf von B = x, T =
90-150 = 13.500 Mengeneinheiten der Produktart zu befriedigen.

Optimale Losgrofienpolitik im Falle identischer Transportlose:

Im Falle identischer Transportlose erfordert die Lésungsfindung zunichst die Be-
rechnung des globalen Optimums der Transporthaufigkeit (vgl. G 3-9):

Die Transporthaufigkeiten m = 10 und m = 11 sind die dem ermittelten reellen Wert
direkt benachbarten ganzzahligen Auspragungen. Beide Alternativen sind jetzt be-
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ziiglich der entscheidungsrelevanten Kosten nach Gleichung G 3-10 zu vergleichen.
Es ergibt sich:

K(m=10)=2-13500- J(200+ 10- 10)-[122’310 +%(9—ld-$] : 0,3} =12.074,77

K(m=11) =2-13500-J(zoouo-n)-[ugjn ¥ %[%-%) -0,3] ~12.063,33

Fiir die optimale Transporthaufigkeit von m = 11 kann mit Hilfe von G 3-2 die ko-
stenminimierende Fertigungslosgrofe bestimmt werden:

xﬁgt(m=11)=J SR+ = 69384

CERN R
120-11 2 \90 120

Als optimale (nicht ganzzahlige) TransportlosgroBe ergibt sich (vgl. G 3-3):

q =ﬁ3_’§‘1 = 63,08

11 Bt

Optimale Losgrofienpolitik im Falle unterschiedlicher Transportlose:

Erfolgt die Weitergabe eines Fertigungsloses durch Transportlosgrofien, die sich
entsprechend einer geometrischen Reihe entwickeln, so sieht der auf GOYAL basie-
rende iterative Losungsansatz vor, die entscheidungsrelevanten Kosten beginnend
mit m = 1 zu bestimmen. Die Kostenentwicklung in Abhéngigkeit der Transport-
haufigkeit gibt Tabelle 2 wieder:

K(m)
21.130,84
15.448.65
13.108,16
11.848,40
11.099,18
10.638,29
10.357,61
10.196,75
10.118,76
10.099,53
11 10.122,61

Tabelle 2: GOYALS Optimierungsrechnung fiir das Zahlenbeispiel

Cleo|w|lalvn|s|lw||—|8

b
=

Da fiir m = 11 erstmals ein Kostenanstieg gegeniiber dem néchstkleineren Wert kon-
statiert werden kann, erfiillt die Transporthaufigkeit m = 10 die definierte Optimali-
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tatsbedingung G 3-14. Exemplarisch werden fiir die optimale Transporthiufigkeit
von m = 10 die entscheidungsrelevanten Kosten gemifl Gleichung G 3-13 be-
rechnet:

120
90
0,3
(29]“’*
" 90 1(1 1
K(m=10)=2-13500- |(200+10-10)- +—| ———1-0,3]|=10099,53
1 120 2 \90 120 —

Fiir m = 10 resultiert aus Gleichung G 3-12 eine kostenminimierende Fertigungslos-
grofe von:

x%3 (m=10) = 200+10-10 o~

120

=51

90
Ol
e
90 ( 11 )_0’3

1
+ —
120 2

St

Zur Ermittlung der einzelnen TransportlosgroBen ist es notwendig, die Auspragung
des ersten Transportloses aus Gleichung G 2-19.1 abzuleiten.

120
e |

q, =802,02- —20 ——=1595

o) =

90
Aufbauend auf diesen Wert kénnen die weiteren neun Transportlose unter Nutzung
der Gleichung G 2-19 bestimmt werden, indem bis zum zehnten Transportlos die
Auspragung des jeweils nichstkleineren Transportloses mit dem Quotienten x, /%,
= 120/90 multipliziert wird. Tabelle 3 verdeutlicht die konkrete Aufteilung des ge-
samten Fertigungsloses auf die zehn Transportvorginge.

Ein Kostenvergleich beider vorgestellter Ansatze zeigt fiir das Zahlenbeispiel, dal}
durch die Weiterleitung unterschiedlicher Transportlose eine Kostenersparnis in
Héhe von

12.063,33 —10.099,53

-100=16,28%
12.063,33
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gegeniiber der Weitergabe gleich grofier Transportlose realisiert werden kann. In
einer rein mathematischen Sichtweise ist festzustellen, dal die Beriicksichtigung
sich unterscheidender Transportlose in der Regel geringere entscheidungsrelevante
Kosten verursacht, als dies fiir identische Transportlose der Fall ist. Die Ausnahme
bildet eine Situation, in der die Parameterwerte nicht mehr als einen Transport
zwischen den Stufen zulassen.3 Es ist allerdings darauf hinzuweisen, daf das im
Rahmen einer konkreten Planungssituation tatsdchlich erreichbare Kostensenkungs-
potential parameterabhidngig ist und somit nur unter Kenntnis der spezifischen
Daten des analysierten Fertigungssystems beurteilt werden kann.

CF
15,95
2177
28,36
37,82
50,42
67,23
89,64
119,51
159,35
212,47

Tabelle 3: Transportlosgrifenentwicklung fiir das Zahlenbeispiel

S@wqmm-&-wwuu-

Abschlieend soll jetzt gepriift werden, wieviel Iterationsschritte die modifizierten
Losungsansdtze benbtigen, um die ganzzahlige Optimallosung unter Beriicksichti-
gung ungleicher Transportlose zu bestimmen.

ALGORITHMUS I:

Zur Ermittlung des Startwertes ist die optimale reellwertige Transporthaufigkeit fur
xopt heranzuziehen (vgl. G 3-21):

- -

2
200-In [1—922) 200-In [lgﬂ)
{2 e 0 41
10 10

gt (Xgpt) = — ==9,03

2
90

35 Vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 869 f.
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Als Startwert der Losungssuche ergibt sich:

m=|9,03]=9

Das Ergebnis zeigt fiir das gewihlte Zahlenbeispiel, da der ALGORITHMUS I
nach der Startwertberechnung in der Lage ist, die optimale Planungslésung mit nur

drei [terationen zu gewinnen. Im Gegensatz zu der von GOYAL vorgeschlagenen
Optimierungsprozedur kénnen somit acht Iterationen eingespart werden.

ALGORITHMUS II:

Fiir dieses Verfahren bildet das globale Optimum der Transporthdufigkeit bei Wei-
tergabe identischer Transportlose die Basis zur Bestimmung des Startwertes. Der
entsprechende Wert lautete: mﬁgt =10,95.

Damit sind die beiden ganzzahligen Transporthzufigkeiten m = 10 und m = 11
einem Kostenvergleich anhand der Funktion K(m) nach Gleichung G 3-13 zu unter-
ziehen. Der Tabelle 2 kann entnommen werden, dafl gilt: K(10) < K(11). Demzu-
folge reprisentiert m = 10 den Startwert und die Losungssuche ist in Richtung klei-
nerer Auspragungen der Transporthaufigkeit fortzusetzen.
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4 Zusammenfassung

Die explizite Einbeziehung von Transportvorgiangen bei der Planung der Ferti-
gungslosgroBe ermoglicht logistische Problemstellungen mit solchen der Produk-
tionsplanung zu verbinden. Fir ein einstufiges Fertigungssystem wurden zwei Ge-
staltungsvarianten fiir die TransportlosgrofBenbildung vorgestellt. Wahrend die erste
Alternative die Weitergabe von identischen Transportlosen vorsieht, werden im
Rahmen der zweiten Alternative unterschiedliche Transportlose weitergeleitet. Es
kann gezeigt werden, daB sich die jeweiligen Funktionen der entscheidungsrelevan-

ten Kosten — trotz der verschiedenartigen Losbildung beider Ansitze — weitgehend
ahneln.

Optimale  Losgrofenpolitiken lassen sich im Falle identischer Losbildung ver-
gleichsweise einfach ermitteln, weil explitzite Bestimmungsgleichungen des globa-
len Optimums existieren. Da letztere 1m Falle unterschiedlicher Transportlose nicht
ohne weiteres bestimmt werden konnen, erweist sich die Suche nach der Optimallo-
sung als aufwendiger. Fiir ein aus der Literatur entlehntes iteratives Optimierungs-
verfahren wurden zwei zusatzliche Module entwickelt, die in der {iberwiegenden
Zahl der Fille die Losungsfindung wesentlich beschleunigen. Der Veranschauli-
chung dient eine bestimmte Planungssituation, fiir die unter Riickgriff samtlicher
vorgestellter Ansitze eine optimale Losgréenpolitik ermittelt wird.

Die prasentierten Modelle zur Bestimmung der optimalen FertigungslosgrofBe kon-
nen bei der Bewiltigung realer Planungsprobleme hilfreich sein. Jedoch darf nicht
iibersehen werden, dafl durch die Modellannahmen die tatsachliche Komplexitat
reduziert wurde. Einerseits bieten samtliche Modellpramissen Anlal zu Kritik, weil
sie die reale Planungssituation vereinfachen. Andererseits kann die Diskussion der
Modellpramissen auch Anst68e liefern, letztere in modifizierten Modellierungen
weniger eng zu formulieren. Folgende nur stichpunktartig aufgelisteten Erweite-
rungsmoglichkeiten bieten sich an:

®  Beriicksichtigung der zeitlichen Dynamik der Planungsparameter

Einbeziehung von Kapazititsbeschrinkungen hinsichtlich der Fertigungs- und
Transportkapaziat36

36 zur Beriicksichtigung beschrankter Transportkapazititen vgl. Szendrovits, Comment, 1978,

Goyal, Alternative Approach, 1978, Goyal/Szendrovits, Lot Size Model, 1986.
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*  Explizite Betrachtung weiterer Produktarten sowie der daraus resultierenden
Interdependenzen zwischen den Produkten bspw. hinsichtlich des Lossequenz-
problems37

*  Beriicksichtigung von Riist- und Transportzeiten38

*  Zulassigkeit mehrstufiger und vernetzter Fertigungssysteme39

Trotz dieser Vielzahl von Erweiterungsmoglichkeiten 148t sich festhalten, daB durch
die explizite Beriicksichtigung von Transportvorgingen die deterministischen La-
gerhaltungsmodelle ein wenig an Realititsniahe gewinnen. Mit Hilfe der vorgestell-
ten Modelle gelingt es, die Interdependenzen zwischen logistischen und produk-
tionsplanungsbezogenen Problemstellungen zu erfassen.

37 Vgl. zu dieser Problematik Szendrovits/Truscott, Manufacturing Cycle Time, 1989.

38 Vgl. hierzu Truscott, Scheduling Production, 1985 und Truscott, Capacity-Constrained
Transportation Activities, 1986.

39 Vgl Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975, Szendrovits, Rejoinder, 1976, Szendro-
vits/'Wesolowsky, Variations in Optimizing, 1979, Szendrovits/Drezner, Multi-Stage Pro-
duction, 1980, Bogaschewsky, Planung, 1998, Bogaschewsky/Buscher, TransportlosgréBen-
planung, 1999.
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Anhang A

Bestimmung der zeitgewichteten Lagerhaltung

Im Rahmen dieses Abschnittes erfolgt die explizite Herleitung der Bestimmungs-
gleichung fur die zeitgewichtete Lagerhaltung. Dabei werden zundchst die in Ab-
schnitt 2.1 ermittelten Flachen ausmultipliziert und anschlieBend unter Zusammen-
fassung gleichartiger Ausdriicke zur Bestimmung der angesprochenen Gleichung
herangezogen.

X X 1
Al{fm,z- J [tDLZ_ ]'Xp,s e G 2-1
xpl,&'.-i-l L xp,s-r]
P
=t - t ps X Tps
DLZ DLZ
x'p,5+1 2 2 X.p'&'_l
2
2 Xps x . %ps X . Xpg % Xps
=1pLzZ DLZ " DLZ 4 3
2 2 I Xpesl 2 (xps+1)

AI-_—tDLZ'—l;i—X-IDLz- +x—“ o AA-1

% X X
Ag) ={ + “tDLZJ ' {tDLz - ] "Xps G22
Xps  Zps+l Xp.stl
X X Xps
st —tpLz || IDLZ “Xp,s —X-
Xps  Xpstl Xps+l
Xps .2 £ 2 __*ps Xps
‘:X"[DLz-l'l'tD]__z' "‘tDLZ'Xps'— —_x 2+X'1D12'
X X
P+l p,s+1 (xp,s+l ) p.s+l
Xps .2 %% 2 Xps
AZ]zx'tDLZ"—z'x'tDLZ' -'T.DLZ-XP,S— -X D AA-2
xp)5+] xp,5+j (XP 5+1)

X X X X 1
Azz =[-—-+ -IDLZ)' [IDLZ_'-—]'X HI-[tDLZ_ ]'X v G2-3
Xps  Xps+l Xps & Xpstl M2
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X pstl X 2 Xpstl  X° Xpstl X 1 X Xp s+l
IRt e e SR R S
P (xp,s) ps p.s
2 2
X X Xp, 2 ps X 1 X *ps X Xps
"E"tDLZ‘E'tDLZ' bz == 3 7 "5 ‘oLz
Xp,stl Xps+l (Xp s+l) Xpstl
2
| Xps+tl x° Xps+l X 1 X
A‘:’.E ::x'.tDLZ p‘S'P - ZDLZ q_ié‘i—?._.p_.iz__.—.z_.___x.tDLz Ps 4
X X
Pss (xp‘s) P pstl
2
2 Xps x2 1 X Xps
g ey s
p.s+l (xp,s-i-l )

A =(t S il by - ] -
’ LDLZ Xp,s] l:[ Lz Xp,s} xptgﬂj' 2 24

xP’S 2 xp,S
— 42 ps+l X Xps+l X xp,5+] x Xps+l
‘tDI_Z"‘_"‘z —5 bz — 5 toLz % >
i e (xp,s)
s+ Xpstl  X° Xps+l
2 2 AA
- (%ps)

Die zeitgewichtete Lagerhaltung erhalt man durch Addition der vier angegebenen
Flachen. Folglich gilt:

TPISZ=AI+A21+A22 +A3 G2-5

Werden jetzt die errechneten Werte der Flachen (AA-1 bis AA-4) in G 2-5 einge-
setzt und die einzelnen Ausdriicke derart geordnet, daf alle in runden Klammem zu-
sammengefaliten Terme sich zu null ergeben, so resultiert daraus:
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{
Xps 5 Xps
+|—X-ipLz P: +2-X tDLZ' P —-X'tprLz P ]'1-
\ Xp,s+l ps+l Xp,s+l
(5 2
S Fes 2 Fes X7 Xps |,
5 2 2 2
\ (xp,sﬂ) (xp.sﬂ) ("p,sﬁl)
2 pstl 2 p,s+ Ap Xps+l
+ _tDLZ +1p + X'tDLZ —-%x-t LZ -
\ p.s Xps
s
2 x 2 1 x2 1 X2 1
+ —52-- p’s”?. +% p’“’z & Brlppg = St S
X X X
L (%) (%) p.s+l pss ps+l

Aus den verbleibenden Termen folgt als Gleichung der zeitgewichteten Lagerhal-
tung:

2
TPISZ-:x-tDLZ—X—-[I - ] G 2-5.1

Xps  Xps+l
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Anhang B

Ableitung der modifzierten Kostenfunktion bei Beriicksichtigung unterschied-
licher Transportlose

Das Ziel dieses Anhanges besteht darin, die Identitat der Gleichungen G 2-27 und
G 2-28 zu zeigen.! Beide Kostenfunktionen beriicksichtigen in identischer Art und
Weise die im Planungszeitraum relevanten Riist- und Transportkosten. Somit ist es
ausreichend, im folgenden die Lagerhaltungskosten zu betrachten. Bei diesen wie-
derum kann sich die Ableitung auf die Analyse der Lagerhaltung pro Fertigungslos

beschrinken:2
- 2m
[ p‘s J B l
Xp,s+l

2
{ xp,s ] #l
Xp,s+1
Das erste Transportlos errechnet sich aus:
Xps+l
qp=x-—— G 2-19.1
X
Xps+l
Fiir das weitere Vorgehen ist diese Gleichung zunichst, wie nachfolgend angege-
ben, umzuformen. Nach Erweiterung der rechten Seite von G 2-19.1 mit (1/x,,)"

BB-1

TPIGzﬁ.[ 1,1 )
2 xp,s xp,s+1

ergibt sich:
m—1 m
Xps+l \Xps Xp,s
' m m
Xp,s+l Xp,s

q =X

1 Die folgenden Berechnungen basieren auf einer Herleitung von GOYAL. Vgl. hierzu Goyal,
Optimum Production Quantity, 1977, S. 866 ff.

2 Im Vergleich zu den in G 2-25.1 angegebenen losweisen Lagerhaltungskosten erfolgt bei
der losweisen Lagerhaltung TPIC keine Multiplikation mit ¢, ..
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m-1
x]:),s+] Xps Xps

q)=X- = o BB-2
o) )
Xps+l Xps

Fiir die sich anschlieBenden Rechenschritte ist jetzt q, in Gleichung BB-1 durch obi-
gen Ausdruck zu ersetzen. Um die Nachvollziehbarkeit der folgenden Umformun-
gen zu erhdhen, sind Nebenrechnungen explizit angegeben. Dabei werden die fiir
Nebenrechnungen verwendeten Ausdriicke vor der entsprechenden Berechnung in
geschweifte Klammern gefafit. Sich nach dem Wiedereinsetzen der verdnderten
Terme herauskiirzende Glieder sind mit zwei Querbalken iiber den konkreten Aus-
driicken gekennzeichnet. Um die Herleitung weiter iibersichtlicher zu gestalten,
werden nachstehende Vereinfachungen verwendet:

1 ]

Xp,s+] Xp.s

o=

Setzt man BB-2 in BB-1 unter Nutzung der Vereinfachungen ein, so ergibt sich:

o4

o oo |3 -

Nebenrechnung:

[%Tm‘l (B)zm'[(%) _1}_ @™ - (@™ -@)"

2

- o O e

e Y (L) e ) F : ==(=a-)=2m -(B)*"
2lEn-er] @ -6
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Nebenrechnung:

(o +8)-(@—B) =p-(@)* -2-B-(@)* +(B)° - -2 (B)° -+ (o)’ +(B)’

Nebenrechnung:

@™ =@ =@+ O | " -

. -8 [@"-0"] [@"+0"] 2 @H{e"O"]
P er-er]  l@-er] (@]
Nebenrechnung:

(@™ @ [=[@" - @™ +2-@)"]

Ausdruck 1 Ausdruck 2“
et i Ny

(- 5)'[@)'“ ()" 2"

TPI® =Z_.

: (@™ -@"]

Durch die separate Multiplikation von Ausdruck 1 und Ausdruck 2 mit dem ver-
bleibenden Rest des Bruches kann diese Gleichung in die folgenden zwei Briiche
aufgeteilt werden.

BB-2
o2 @07 2igme-p @

TPI e e —— -4
2,

(r-or]  em-om] T we-or]

[ |

2
+%-(D‘.—B)
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Wird BB-2 durch G 2-19.1 ersetzt und die Vereinfachungen zuriickgefiihrt, so resul-
tiert:

TPIG = J - + -—2'— .
Xps :
[ *p, ] 1
X p.s+l
Die Kostenfunktion G 2-28 ergibt sich, indem zum einen BB-3 mit ¢, ; und B/x mul-

tipliziert wird und zum anderen die im Planungszeitraum entscheidungs-relevanten
Riist- und Transportkosten beriicksichtigt werden.

BB-3

x2 Xp s+l x2 [ 1 1 }
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Anhang C
Nachweis der Konvexititseigenschaften

In diesem Anhang erfolgen die Konvexititsbeweise fiir die betrachteten Kosten-
funktionen. In allgemeiner Form wird eine Funktion f(y) als konvex bezeichnet,
wenn fiir zwel beliebige Punkte y, und y, sowie fiir alle A mit 0 < A < 1 die nach-
stehende Voraussetzung erfiillt ist:3

f-y +(1-4)-y2) <A -f(y)) + (1~-21)-f(y3) CC-1

Im Mittelpunkt der Betrachtung stehen zwei verschiedene Gesamtkostenfunktionen.
Diese Funktionen weichen jedoch nur im ersten Term der Lagerhaltungskosten
voneinander ab, so daB sie zunichst wie folgt zusammengefaBt werden kénnen:4 -

X-cp g LF(m)-B
K(x,m) = — & () +i-( 2 ot ]-CL,S-B+(kR_5+kT,S-m}-E CC-2
Xps 2 \Xpssel  Xpg X
mit:
LF(m) =~ bei Beriicksichtigung identischer Transportlose
m
X
LF(m) = _L“;_ﬁ bei Beriicksichtigung unterschiedlicher Transportlose
X
i} =3
Xp,s+l

C 1 Beweis der Konvexitiit fiir eine gegebene Transporthiufigkeit

Fiir den zu erbringenden Nachweis stellt die Transporthaufigkeit einen konstanten
Planungsparameter dar. Eine Differenzierung in gleich grofie bzw. unterschiedliche
Transportlosgréfen kann damit entfallen.

Die Konvexititsbedingung CC-1 erhalt fiir die Kostenfunktion CC-2 die Struktur:

K[A-x) +(1-2)- x| sA-K(x)) + (1-2) - K(x7) CC-3

Fiir die Beweisfithrung sind somit die notwendigen Funktionen zu definieren.

3 Vgl. Hadley, Programmierung, 1969, S. 112.
4 Vgl. G 2-10 bzw. G 2-28.
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.LF(m)-B
KA %) +(1=-1)- %)= (R-x; + (1-1)-x5) ﬂ—i__(”L+l.( S ]"‘L,S’B =
Xps 2 \Xpsel Xpgs

1

By (e i )2 cos

-LF(m)-B
A-'K("l)'_'(7‘-"‘1)'{(”"5 (m) "'_1‘[ - "xl ]'CL,S'B:]"'R'"I_'(I(R.S"'kT,s'm}'B
P,s

Xp,s 2 (Xps+l X]
CC-5
Lo LF(m)-B 1 [ ! 1 ]
(1-2)-K{x3)=({(1-2) x5 ):| —= +—- - “Cr.g* B |+
Ko~ (0- ) [T L[y
+(1-—?L)-—1——(kR,5+kT!5-m)-B CC-6
X2

Einsetzen der Gleichungen CC-4 bis CC-6 in CC-3 und Subtraktion des folgenden
Ausdrucks auf beiden Seiten der Ungleichung

(?\.'x]+(]—l)-x2)[CL’s-L‘F(m).B'Fl‘( 1 IJ'CL,S'B:i
S

Xps 2 \Xpgs1  Xp,

fiihrt zu:

1
(?\.-xl +(1—?L)-x2

)-[k&s +k1s -m)-BS(k--—l-+(l—?L]-—1—) (kg s +krs-m)-B CC-3.1

X1 X2

Die Division beider Seiten der Ungleichung durch (kg s+k1m)-B erbringt den nach-
stehenden Ausdruck, der noch wie aufgezeigt, umzuformen ist:

1 2 e R e %y
(A-xp+(1-2)-x3) X1 X2
2l Shaitl el X
(l'xlﬂ-(l—?\.)-}lz)_ +( ) X2 ' ?
e S SAexg +(1=-2)- x4 [ (h-xy +(1=A)-x3)

(A-x; +(1-2)-x;)

X1 Xy 22X xg +A-(1-2) x3 +4-(1-1)-x] + (1-1)* x; - x2

X;-Xg SAZ X xg + A (1=A)-x3 +A-(1-4)-x7
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+xl-x2+}.2-xl-x2—2-k-xl-x2 —X| " X9
DLR A~ (=T 4+ 39 52 A0 - k=2 T s
0< l-(l~l)A(x[2+x%)+2-x[ -xz-(lz—-).)
0<h-(1=A) (xf +x3)=2-x1 x5 - (L =2%)
0<Ah-(1=A)-(x} +x3)=A-(1=2)-2:%; - x;
0<A-(1-2)-(x1 ~x3)? €c3.2

Die Ungleichung CC-3.2 ist fiir 0 < A < 1 stets erfiillt. Die analysierte Kosten-
funktion CC-2 weist damit fiir einen gegebenen Wert der Transporthiufigkeit einen
konvexen Verlauf beziiglich x auf.

C 2 Beweis der Konvexitit fiir eine gegebene Fertigungslosgrifle bei Beriicksi-
chtigung identischer Transportlose

Fiir den Beweis ist aus der Gesamtkostenfunktion CC-2 die Teilfunktion

X-cpg'B
T(m) =8~ ey om 2 (2 6%
Xp,s M ’ X

zu untersuchen.’ Fiir Sie bekommt Konvexititsbedingung CC-1 die Struktur:
T[A-my +(1-A)-mp]<A-T(my) +(1-A)-T(m;) CC-8

Es sind wiederum die relevanten Funktionen zu entwickeln.

1 ECrige

(-my+(1-2)my)  Xpg

B B
TA-my +(1-2)-my]= # Oy + {1 =)y ) kepy =

CC-9
1 x-epg'B B
k-T(ml)=7L-—-—-——"-—-—-—+l-ml-k-[~’5-—— CC-10
m Xps X
1 X'CL,S'B B
(1—K)-T(mz):(l—l)‘——'————ﬁ—(]—K)-mz-k-r,s-— CC-11
my xp,s X

5 Fiir einen gegebenen Wert der Fertigungslosgréfe sind in der Ausgangsfunktion CC-2 die
weiteren Terme unabhingig von der Transporthdufigkeit. Diese Terme konnen vernach-
lissigt werden, weil sie aufgrund der additiven Zusammensetzung der Kostenfunktion kei-
nen EinfluB auf die zu betrachtende Konvexititseigenschaft besitzen.
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Werden nun die Gleichungen CC-9 bis CC-11 in die Ungleichung CC-8 eingesetzt
und zusitzlich auf beiden Seiten der Term

B
(hemy +(1-3)mg) kg =

subtrahiert, dann verbleibt:

X-Ccpg+B . ‘B
! Bl 5(1.;0_1)._&_}1%_;__ cC-8.1
(l'ml + (1 - ?“)'mZ) 7';p,s my my J{p,s

Division beider Seiten von CC-8.1 durch x-¢; ¢‘B/x,; und Durchfiihrung der im An-
schluB an Ungleichung CC-3.1 des vorherigen Beweises ausgewiesenen Umfor-
mungsschritte auf den sich ergebenden Ausdruck, fithren zu:

0<A-(1-4)-(m; —my)? CC-82

Die Beziehung CC-8.2 besitzt fiir 0 < A < 1 Giiltigkeit. Somit gilt, da die betrach-
tete Funktion fiir eine gegebene Fertigungslosgrofe beziiglich m konvex ist.

C 3 Beweis der Konvexitit fiir eine gegebene Fertigungslosgrifie bei Beriicksi-
chtigung unterschiedlicher Transportiose

Zum Nachweis der relevanten Konvexititseigenschaft ist aus der Kostenfunktion
CC-2 die Teilfunktion

H(m) = + kg m-— CC-12

einer Analyse zu unterziehen.6 Fiir CC-12 besitzt die Konvexitatsbedingung CC-1
die Struktur:

H[A-my +(1~2) - my]<A-H(m) +(1-A)- H(m,) CC-13

In Analogie zur bisherigen Vorgehensweise sind zunéchst die erforderlichen Funk-
tionen abzuleiten.

Die weiteren in der Gesamtkostenfunktion CC-2 enthaltenen Terme kénnen wiederum ver-
nachléssigt werden.
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X
X'CL,s'( i —J-B
H[A-m; +(1-1)-my]|= - ; i ot
[+ 2]= (g +(1-Aymy) = !
( . T ] y ps
Xps+l
+(hmy +(1=1)-my) ks -% CC-14

X

P,s
X'Crg" -1|-B
# (xp,s{-l }

i
[ K )ml l Xps
Xp,s+l

+l-ml-k1~j-§ Geid5

+(1-m)-mz.k-r,5-§

CC-16

Einsetzen von CC-14 bis CC-16 in CC-13 sowie die anschlieBende Subtraktion von

B
(homy +(1-R)mg)-kps - —

fiihrt zu:
X
X'CL,S'[ - J-B
1 x|:|,s+l =
(R +(1—-A)-m, ) X -
( Xp.s } l ’ _1 Pr
Xps+l
Y
X
K‘CL,s'[ B J-B
Xp s+l
<|a 1 (=15~ : - i

m, X
X = PS
[[ PS ] = 1]
X
.5+l )

Erfolgt weiterhin die Division beider Seiten von CC-13.1 durch den auf jeder Seite
zweiten Term, dann ergibt sich:

CC-13.1
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! % A PR CC-13.2
(Amy+(1-2)m,) my my
Xp,s+l Xpstl Xp,s+l

Die Giiltigkeit von CC-13.2 wird im folgenden mit Hilfe einer graphischen Analyse

nachgewiesen.

Die emzelnen Terme von CC-13.2 basieren auf der Funktion:

1 . X
mit m>0 und —22

= Xp,s+I
Xp.s+l

Allgemeingiiltig kann das Bild dieser Funktion durch Abbildung 9 veranschaulicht
werden.

f(m) = >

f(m)

f(m,)

A f(m,) + (1-1)  f(m,)

f(L -m,+ (1-A) m,)
f(m,)

Abbildung 9: Beweis der Konvexitit fiir eine gegebene FertigungslosgrifSe bei
Beriicksichtigung unterschiedlicher Transportlose

Die Ungleichung CC-13.2 kann mittels f(m) ausgedriickt werden durch:
flA-m; +(1- A)-my|<A-f(my)+(1- 1) f(m;) CC-13.3
Aus der Abbildung 9 kann entnommen werden, daB CC-13.3 fiir 0 < A < 1 immer

gilt. Folglich ist auch die in diesem Abschnitt untersuchte Funktion fiir einen gege-
benen Wert der Fertigungslosgréfie konvex beziiglich m.
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Anhang D

Zuliissigkeit des Startwertes im modifizierten Optimierungsalgorithmus

Es gilt zu beweisen, dal die kontinuierliche Kostenfunktion K(m) im Punkt
mg}m (xgm] eine negative Steigung besitzt. Hierzu wird K(m) nach m abgeleitet:

Xps 2 (Kpssl  Xpgs

K(m)=2-B-\/(kR,S+k-|--m)-{w+l-( s IJ'CL,s} G 3-13

dK(m) =

- B- 1 .
m
A(q,,
krs+kt mj- ol i L @ m)+l- I ‘C
R, T 2 L,s
Xps Xpstl  Xpgs

{kR,s “CLs ‘A'(th) + kT,s ‘m-Cp s 'A'(ql’m) P

Xps Xps
k . 'A , M
+ ST cLs-Aq }+'1"'kT,s'[ 1 __]“']'CL,S <0 DD-1
Xps 2 Xpstl  Xpgs

Um zu zeigen, dafl K(m) im Punkt mfm(xgm) eine negative Steigung besitzt, reicht

es aus nachzuweisen, dafl der Ausdruck in eckigen Klammern negativ ist, weil so-
wohl der Bedarf B als auch der Wurzelausdruck in DD-1 in jedem Fall positive
Werte aufweisen. Division des relevanten Ausdrucks durch A'(q;,m) fiihrt zu einer
Umkehrung des Ungleichheitszeichens, weil A'(qq,m) <0 (vgl. G 3-17) gilt.

kR.s'CL,s+kT,s'm'°L,s+kr,s'°L,s"A(qhm)+_1__ kT [ 1 1]_%’5 5 B
Xp,s Xps xp,s-A(ql,m) 2 A'(qq,m) Xpstl  Xps

Verwendung der eingefiihrten Vereinfachungen L und Z sowie Substitution der
Ausdriicke A (vgl. G 2-28.1) und A' (vgl. G 3-17) fithrt zu:

kR,s'cL,s +kT,s'm'cL,s _kT,s'cL,s _(L—l)' (2—1)2 B
p,s Xp,s Xps (Zz-1) (L-1)-In(L)-Z

kT,s'[_l"_‘_ 1 )'CL,S'(Z'DZ

X X

_ 1 p:s p,s+l < B
2 (L-1)-In(L)-Z
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ln(Z)‘C _kT,S.cL,S'(Z—l) __l__kT,S'cLTS'(Z_l)Z
(L) - In(L)-Z 2 In(L)-Z

kpg-epLs+krg-

1 2
kps-cps In(L) Z+kyrg-In(Z)-Z-cp s —kpg-cpg (Bl =k g, (Z2-1)7>0

DD-2
Die fiir die FertigungslosgroBe xg, optimale Transporthaufigkeit mSm (xgpt) muf
der folgenden Bedingung geniigen (vgl. G 3-18):

_kpg(Z-1)°

Rs = 2-11’1(L)-Z G 3-18.1

Einsetzen von G 3-18.1 in DD-2 fiihrt zu:

1 1
> ks eLs (Z-1)? +kg-In(Z)-Z-op g —kpg-cpg (Z-1)- kg oL, (Z-1%>0

ks In(Z)-Z-cp g —kpg-cps-(Z-1)> 0

In(zZ) > (Z-1)

Da Z > 1 gilt, kann In (Z) durch folgende Potenzreihe ausgedriickt werden:

2 3 n
@-y @-» @ . @Z-» | &)

In(Z) =
Z 27* 37° nZz"® z

Damit ist gezeigt, daB die kontinuierliche Kostenfunktion K(m) im Punkt msm(xgm)

eine negative Steigung besitzt.
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