Archimedes, der Kreis und die Kugel

Ungekiirzte Fassung des Artikels von Markus Ruppert aus dem ML-Heft Nr. 165 (2011), S. 48-53.

Lerngruppe 10. Schuljahr "Gib mir einen Punkt, wo ich hintre-
Idee Volumenbestimmung der Kugel iber ten kann, und ich hebe dir die Ero!e
Hebelgesetze und Vergleichskorper als aus den Angeln." Diese Aussage, die
Ausgangspunkt fiir experimentelles und (nach Pappos) dem griechischen
rekursives Arbeiten, geometrisches Be- Gelehrten Archimedes (ca. 287-212
weisen und Analogiebildung v. Chr.) zugeschrieben wird, dient als
Thema Ebene Geometrie, Raumgeometrie Grundlage fiir den unten (Abb. 1)
Zeitbedarf Je nach gewahltem Aspekt 2-6 Stunden abgebildeten  Stich aus dem

Mechanics Magazine (1824). Ange-
deutet wird hiermit einerseits die weltbewegende Bedeutung der Entdeckungen des Archimedes vor
allem in den Bereichen der Mechanik und der Mathematik.
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Abb. 1: Die mechanische Methode des Archimedes

Andererseits veranschaulicht diese Abbildung auch eine Art und Weise der mathematischen
Hypothesengenerierung, wie sie ganz typisch fiir das Vorgehen von Archimedes im Zusammenhang
mit Flachen- und Volumenbetrachtungen ist. Zur Bestimmung von Flachen und Volumina gegebener
Objekte sucht Archimedes namlich stets Vergleichsobjekte bekannter Flache oder bekannten Volu-
mens, die mit dem gegebenen Objekt bezliglich eines geschickt gewahlten Hebelarms im Gleichge-
wicht stehen. Archimedes selbst beschreibt diese Vorgehensweise in seiner ,,Methodenlehre von den
mechanischen Lehrséitzen” (vgl. Archimedes, 1983).

Im Rahmen des Mathematikunterrichts kann wohl selten Archimedes’ gesamter Gedankengang etwa
bei der Bestimmung von Kugelvolumen und -oberflaiche im Detail nachvollzogen werden. Trotzdem
kénnen Teilaspekte der folgenden Ausfiihrungen heraus gegriffen werden, um den Schiilern die Be-
sonderheit seiner Leistungen nahe zu bringen:

e Bei der Durchfliihrung realer Wageexperimente kdnnen die Schiiler das Experiment als mogliche
Quelle mathematischer Hypothesen kennen lernen. Anschlieen sollte sich eine Diskussion tber
die Beweisbedirftigkeit der so gewonnenen Ergebnisse.

e Im Zusammenhang mit der Kreismessung durch einbeschriebene und umbeschriebene Polygone
unter Zuhilfenahme eines Tabellenkalkulationsprogramms kénnen rekursiv definierte Zusammen-
hange und Grenzwertprozesse thematisiert werden.



e Die Volumen- und Oberflachenbestimmung der Kugel kann als Anlass genommen werden, um
Analogieliberlegungen als wichtige heuristische Strategie zu thematisieren.

e Texte kénnen aus dem Original in die heutige (Formel-)Sprache , ibersetzt“ und Beweise konnen
am Originaltext nachvollzogen werden. Die im Mathematikunterricht oft vernachladssigte Arbeit
mit Texten kann hier Ausgangspunkt einer Diskussion tiber die Vorteile der Formelsprache sein.*

Insgesamt bieten die Betrachtungen Archimedes’ vielfaltige Anknlipfungspunkte fiir einen Mathema-
tikunterricht, der es den Schilern ermdglicht ,,mathematische Gegenstiande und Sachverhalte, repra-
sentiert in Sprache, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktiv ge-
ordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen” (Winter, 2003).

Die mechanische Methode nach Archimedes

Bei seinen Ausfiihrungen zum Kugelvolumen betrachtet
Archimedes (auf etwas andere Weise) das nebenstehend
abgebildete ,,Mobile”.

Es besteht aus

e einer Kugel mit Radius 7y,

e einem Kegel mit Grundflachenradius g, = 27, und
Hohe hg, = 21y, ,

e einem Zylinder mit Grundflachenradius r; = 21, und
Hohe h; = 21y,

Die Hebelarme haben die Lange [; = 27y, und [, = 1gy,.

Mobile zur Bestimmung des Kugelvolumens
Archimedes zeigt, dass sich der Hebel im Gleichgewicht

befindet. Er zerlegt dazu die beteiligten Kérper gedanklich in diinne Kreisscheiben der gleichen Dicke
Ax und findet zu je zwei waagrechten Kreisscheiben auf der linken Seite (die vom jeweiligen
Aufhangepunkt der Kugel (Ag,) bzw. des Kegels (Ag.) den Abstand x haben) eine vertikale Kreis-
scheibe auf der rechten Seite (die von der Schwerlinie des Mobile-Aufhdangepunktes A,, den Abstand
x hat), so dass zwischen diesen Kreisscheiben ein Gleichgewicht herrscht. Archimedes wahlt die je-
weilige Grundflache der Kreisscheiben als MaR fiir deren Volumen und damit als MaR fir deren Ge-
wichtskraft. In unserer modernen Formelsprache lassen sich die Uberlegungen Archimedes’ beziig-
lich der auftretenden Drehmomente (vgl. Hebelgesetze, Physikunterricht) leicht ausdriicken. Fir das
linksdrehende Drehmoment gilt:

My = Fygu(x) -l + Fyre(®) - 14
= Mgy (X)g - Ly + Mye(x)g - 1y
= gPViku(x) - L1 + gpVike(x) - Iy
= gp-Ax-x*m- b+ gp - Ax - (rfy — (g — X)?) Tige + 1y
= gpAx - [x*m - 21y, + (g — (iew — %)?) T+ 2176

= 4rZ, xmgphx

1 Eine Sammlung geeigneter Textpassagen und Arbeitsauftrage finden sich unter http://www.dmuw.de/materialien/ml165




Fiir das rechtsdrehende Drehmoment ergibt sich

M, = gpAx - 2riy)?m - 1, (x) = 4r@ xmgplx.
Dabei ist g die Erdbeschleunigung und p die Materialdichte (die nattrlich fiir die beteiligten Kérper als gleich angenommen
wird). Die Bezeichnungen Fy g, (x), Fg ke (X), Mgy (x) u. s. w. beziehen sich jeweils auf Gewichtskraft, Masse, ... der gedach-

ten Kreisscheiben von Kugel bzw. Kegel an der Position x.

Es besteht also ein Drehmomentengleichgewicht. Da diese Argumentation fur alle x € [0; 21, ] gul-
tig ist, sind die Korper insgesamt im Gleichgewicht.

Weiter ist der linke Hebelarm [, doppelt so lang wie der rechte Hebelarm [,, so dass fir die Volumi-
na der beteiligten Kérper im Umkehrschluss gilt:

2(Viy + Vige) = V2.
Mit Vg, = éVZ, einem Zusammenhang der auch Archimedes bekannt war, ergibt sich schlieRlich®
1
VKu = EVZ.

Um nun das Volumen der Kugel mit Kérpern zu vergleichen, deren
Male direkt mit den MalRen der Kugel zusammenhangen, betrachtet
Archimedes in einem weiteren Schritt (vgl. Abbildung):

o den einbeschriebenen Kegel mit einem Grollkreis der Kugel als
Grundflache (also mit dem Grundflachenradius 7, = 1%,,) und der
Hohe Ay, = Ty, SOWie

e den umbeschriebenen Zylinder, der ebenfalls einen GroRkreis als Einbeschriebener Kegel und

" . ~ . .. & mbeschriebener Zylinder
Grundflache besitzt (also 7, = 1g,,) und die Hohe h; = 21, hat. 4 ' v

Wegen Vg, = %VKe und V7, = %VZ ergibt sich daraus durch Einsetzen:

,Der Inhalt der Kugel ist viermal so grofs wie der eines Kegels, dessen Grundfldche gleich der
Fldche des grofSten Kugelkreises und dessen Héhe gleich dem Radius der Kugel ist.”
(Archimedes: Kugel und Zylinder. I. Buch, §34).

und

» ... jeder Zylinder, dessen Grundkreisradius gleich dem Radius der Kugel und dessen Héhe
gleich dem Durchmesser der Kugel ist, (ist) 1 %mal so grof8 wie die Kugel, ...

(Archimedes: Kugel und Zylinder. I. Buch, Korollar zu §34).

In Formeln also:

- ~ 1
VK‘LL = 4' . VK@ Und VZ = 15 . VKU'

? Der Gedankengang, der Archimedes wahrscheinlich auf die urspriinglichen Vergleichskorper fiihrte, wird sehr anschaulich
von van der Waerden (1973, S. 7-8) dargestellt.




Auf den Schulunterricht bezogen schreibt Heinrich Winter (1989) liber die mechanische Methode:

,An dieser Stelle wire von Archimedes fiir den Unterricht zu lernen: praktische Wédgungen
durchfiihren und mit Hilfe des Einsatzes von Modellen von Kegel, Halbkugel und Zylinder zu
Vermutungen (iber das Verhdltnis der Volumina gelangen. Umschiittversuche mit Sand oder
Wasser kénnten diese Vermutung erhdrten. Dabei wiirde das Denken in Verhdltnissen be-
tont (...). Nicht explizite Formeln werden {(...) angestrebt, sondern ein Wissen dariiber, wie
sich Gréfen (...) verhalten.” (S. 43)

In den Lehrbiichern fir den Mathematikunterricht findet
sich Archimedes’ Methode zur Bestimmung des Kugelvo-
lumens in etwas abgewandelter Form wieder: Man ver-
gleicht bestimmte Schnittflichen einer Kugel mit den
Schnittflachen eines Vergleichskérpers (namlich des um-
beschriebenen Zylinders aus dem zwei einbeschriebene
Kegel so entfernt wurden, dass deren Grundflachen mit
Grund- bzw. Deckflache des Zylinders zusammenfallen —
(s. Abb. 2) und stellt fest, dass die Schnittflachen der bei-

den Korper auf jeder Hohe liber der Grundflache den glei- Abb. 2: Das Prinzip von Cavallieri zur
Bestimmung des Kugelvolumens

chen Flacheninhalt besitzen.
Dann kommt das Prinzip von Cavalieri® (1598-1647) zum Tragen:

»Werden zwei Kérper, die auf derselben Ebene stehen, von allen dazu parallelen Ebenen in
gleich grofien Fldchen geschnitten, so haben diese Kérper gleiches Volumen.” (Fokus Ma-
thematik 10, S.119)*

Damit ist die Kugel zum Vergleichskorper volumengleich. Das ergibt sich auch aus den Betrachtungen
von Archimedes, denn:

. . 1 1
VZ_ZVKE‘ = 1_VK‘U._2._

Bezliglich der Ausflihrungen von Archimedes drangen sich nun zwei Bemerkungen auf: Zum einen
hat Archimedes das Prinzip von Cavalieri und damit einen grundlegenden Gedanken der Integral-
rechnung durch seine ,Methodenlehre von den mechanischen Lehrsdtzen” (Archimedes, 1983) in
gewissem Sinne vorweg genommen. Er hat — ebenso wie Cavallieri — eine Volumenbestimmung auf
die Betrachtung der Schnittflaichen von Vergleichskorpern zurlickgefiihrt und daraus Riickschlisse
Uber die Volumina der beiden Korper gezogen (bei Cavallieri: Methode der Indivisiblen). Nachdem
Archimedes’ Methode allerdings erst nachtréglich durch den Satz von Cavallieri legitimiert wurde,
mussten die Ergebnisse von Archimedes noch bewiesen werden. Die herausragende Leistung Archi-
medes’ war es, die Beweisbediirftigkeit seiner Vermutungen selbst zu erkennen. Er gibt sich in seinen
Werken nicht mit den Plausibilitdtserklarungen zufrieden, die das Ergebnis seiner mechanischen Be-

® Als Spezialfall des Satzes von Fubini wurde das Prinzip von Cavalieri selbst erst zu Beginn des 20. Jh. streng bewiesen.
“Im Original von Cavalieri 1635 in Geometria indivisibilibis veroffentlicht.



trachtungen waren, sondern fiihrt den Beweis seiner Vermutungen anschlieBend rein geometrisch.
Wesentliche Grundlage seines Beweises und Quelle wichtiger Ideen sind Analogieliberlegungen. Ar-
chimedes (bertragt dabei Methoden und Erkenntnisse, die er selbst bei der Bestimmung von Fla-
cheninhalt und Umfang des Kreises entwickelt und gesammelt hat, auf Volumen- und Oberfldchen-
bestimmung der Kugel.

Bestimmung von Kreisflache und Kreisumfang nach Archimedes
In seiner Schrift Kreismessung zeigt Archimedes zunachst in einem eleganten Beweis:

LJeder Kreis ist einem rechtwinkligen Dreiecke inhaltsgleich, insofern der Radius gleich der
einen der den rechten Winkel einschliefenden Seiten, der Umfang aber gleich der Basis
[gemeint ist: der anderen Kathete] ist.” (Archimedes: Kreismessung. Abschnitt |, S.369)

Beweis:

Angenommen die Flache des Kreises Ag sei grofRer als die Flache
Apreieck des Dreiecks mit den geforderten MaRen. Dann gibt es (fiir
geniigend grofles n) ein einbeschriebenes regelmaRiges n-Eck, des-

sen Flacheninhalt A, . . ebenfalls gréRer ist als der des Dreiecks. Der

n-Ec

Umfang n - s, des n-Ecks ist aber sicher kleiner als der Umfang Uy v
des Kreises und das Lot h,, vom Mittelpunkt des Kreises auf eine _

Seite des n-Ecks ist sicher kleiner als der Radius 1, des Kreises (vgl. '
Abb. 3). Damit gilt jedoch fiir den Flacheninhalt des n-Ecks: Abb. 3: Kreis mit

einbeschriebenem n-Eck

1 1
An—Eck =n- Esn “hy, < 3 Uk - Tk = Apreieck

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme — es kann also kein solches n-Eck geben.
Analog fihrt Archimedes die Annahme Ag < Apreieck ZUM Widerspruch.

Es genligt also den Umfang U des Kreises zu bestimmen. Der Flacheninhalt ergibt sich dann zu

Zur Bestimmung des Kreisumfangs betrachtet Archimedes ein- und umbeschriebene regelmafige
Polygone. Ausgehend von zwei regelmalligen Sechsecken halbiert er wiederholt die zugehérigen
Mittelpunktswinkel und erhalt schlieBlich auf der Grundlage von ein- und umbeschriebenem 96-Eck
die folgende Abschéatzung:

,Der Umfang eines jeden Kreises ist dreimal so grofs als der Durchmesser und noch um etwas

grofier, némlich um weniger als ein Siebentel, aber um mehr als zehn Einundsiebenzigstel des
Durchmessers.” (Archimedes: Kreismessung. Abschnitt Ill, $.371)

Es ergibt sich also:

N -

10 U
3,14084507 = Bﬁ <m= 7 < 3-=3,142857143



Wie diese rekursive Vorgehensweise fiir die einbeschriebenen Vielecke mit Hilfe eines Tabellenkalku-
lationsprogramms nachvollzogen werden kann, wird z. B. von Weigand und Weth (2002) beschrie-
ben. Nimmt man, zusétzlich zu den Ausfiihrungen von Weigand und Weth, auch die umbeschriebe-
nen Vielecke mit in die Rekursion auf, so ergibt sich eine Intervallschachtelung fiir den Umfang des
Kreises (und damit fir ).

Abb. 4: Einbeschriebenes und umbeschriebenes Sechseck Abb. 5: Zusammenhang zwischen n-Eck und 2n-Eck

Ausgehend von einem Kreis mit dem Radius r = 1 und von einem dem Kreis einbeschriebenen regu-
ldren n-Eck (mit der Seitenldnge s,) ldsst sich durch Betrachten der Strahlensatzfigur MC'CZZ' und
des rechtwinkligen Dreiecks AMC'Z’ (in Abb. 4) zunéchst die Seitenlange S,, des umbeschriebenen n-
Ecks in Abhadngigkeit von s, bestimmen:

Es gilt

AuBerdem konnen die Seitenldngen s,,, des einbeschriebenen 2n-Ecks aus Abb. 5 rekursiv bestimmt
werden. Es ergeben sich zunachst die Gleichungen:

2
(1) s2, = (S?") + x? (rechtwinkliges Dreieck AC'ZZ')

2
(2) x=1-y=1-_[1- (S?") (rechtwinkliges Dreieck AMC'Z')

Einsetzen liefert:



und nach Umformung erhalt man

S.
bzw. = 0

San =
2+ /4—5,2l

Die Umsetzung dieser Rekursion mit einem Tabellenkalkulationsprogramm liefert eine Naherung fir

Sop = |2 — /4 —5s?

1T und ist zudem geeignet, Probleme mit rechnerinternen Rundungsungenauigkeiten beim Subtrahie-
ren zu thematisieren (Subtraktionskatastrophe, vgl. Weigand/Weth, 2002).

Es ergeben sich, ausgehend von n = 6 folgende Werte:

n Sn S, u, U, T

6 1.0000000 | 1.1547005 | 6.0000000 | 6.9282032 3.0000000< 1 <3,4641016

12 0.5176381 | 0.5358984 | 6.2116571 | 6.4307806 3.1058286< m <3.2153903
24 0.2610524 | 0.2633050 | 6.2652572 | 6.3193199 3.1326286< 1 <3.1596600
48 0.1308063 | 0.1310869 | 6.2787004 | 6.2921724 3.1393502< 7 <3.1460862
96 0.0654382 | 0.0654732 | 6.2820639 | 6.2854292 3.1410320< 1 <3.1427146
192 0.0327235 | 0.0327278 | 6.2829049 | 6.2837461 3.1414525<  <3.1418731
384 0.0163623 | 0.0163628 | 6.2831152 | 6.2833255 3.1415576< m <3.1416628
768 0.0081812 | 0.0081813 | 6.2831678 | 6.2832204 3.1415839< 1 <3.1416102
1536 0.0040906 | 0.0040906 | 6.2831809 | 6.2831941 3.1415905< 7 <3.1415971

Tab. 1: Ndherungswerte fiir den Kreisumfang

Dabei ist u, =n-s, der Umfang des einbeschriebenen und U, =n-S, der Umfang des um-

beschriebenen Polygons.

Die Auswertung fir n = 96 und der Vergleich mit obiger Abschatzung zeigt, dass Archimedes im
Rahmen seiner Berechnungen nicht die exakten Werte fir den Umfang der Polygone bestimmt hat,
sondern weitere Naherungen verwendet hat.

Bestimmung von Kugelvolumen und Kugeloberflache nach Archimedes

Zur Bestimmung von Volumen und Oberflache einer Kugel bedient sich Archimedes in vielfaltiger
Weise geeigneter Analogien. Ausgehend von seinen Vermutungen, die er durch seine ,,mechanische
Methode” gewonnen hat, formuliert er die folgende Idee:

,Durch diesen Lehrsatz, daf8 eine Kugel viermal so grof3 ist als der Kegel, dessen Grundfidiche
der grofite Kreis, die H6he aber gleich dem Radius der Kugel, ist mir der Gedanke gekom-
men, dafs die Oberfliche einer Kugel viermal so grofS ist als ihr gréfSter Kreis, indem ich von
der Vorstellung ausging, daf, wie ein Kreis einem Dreieck gleich ist, dessen Grundlinie die
Kreisperipherie, die Héhe aber dem Radius des Kreises gleich, ebenso ist die Kugel einem Ke-
gel gleich, dessen Grundfiiiche die Oberfliche der Kugel, die H6he aber dem Radius der Ku-
gel gleich.” (Archimedes: Methodenlehre von den mechanischen Lehrséitzen. Abschnitt I,
5.388)

Die mechanische Methode zusammen mit der Analogie zum obigen Satz tGber den Flacheninhalt ei-
nes Kreises liefert ihm also eine Idee fiir die Oberflache der Kugel.



Einerseits vermutet Archimedes nach der mechanischen Methode:
1
Viu =4 Ve =4'§AGK'T'

(Viw: Volumen der Kugel, Og,,: Oberflache der Kugel, Agk: Flache eines GroRkreises der Kugel, r:
Radius der Kugel)

Andererseits liefert die Analogie:

1
View = §0Ku T
Gleichsetzen liefert die obige Vermutung:
Oku =4 Agk

Archimedes beweist die Gliltigkeit der Analogie zwar nicht direkt, wie er es im Falle der Flachen-
gleichheit von Kreis und entsprechendem Dreieck getan hat, aber die Vermutung an sich leitet ihn
beim Beweis der Behauptung.

() — <D

Zum Kreis flachengleiches Dreieck mit Grundlinie
Kreis mit Radius ¢ und Umfang Uy Uk und Hohe g (von Archimedes bewiesen, s.0.)

Zur Kugel volumengleicher Kegel mit Grundflache

Kugel mit Radius 7, und Oberflache Ok, Ok, und Hohe 1y, (von Archimedes durch Analo-
giebetrachtungen vermutet)

Abb. 6: Die Analogie zwischen Kreisflache und Kugeloberfldache



Die Strategie, die Archimedes verfolgt, ist die gleiche wie bei den Kreisberechnungen. Er gibt zwei
Korper an, einen der Kugel einbeschriebenen Kérper und einen Korper, der die Kugel einschliel3t. Bei
der Auswahl der infrage kommenden Kérper ldsst sich Archimedes wiederum von Analogieliberle-
gungen leiten. Die naheliegende Analogie zu den regelmaRigen Sehnen- bzw. Tangentenvielecken bei
der Approximation des Kreises ware eine Anndherung der Kugel durch regelméaRige Polyeder — dass
es nur fiinf bis auf Ahnlichkeit verschiede solcher Kérper gibt (die Platonischen Kérper, Platon ca. 428
v. Chr. bis 348 v. Chr.), war jedoch auch Archimedes bereits bekannt und van der Waerden (1973, S.
13) schreibt: ,,(...) es ist nicht leicht, eine gesetzmaRig fortschreitende Folge von unregelméfRigen
Polyedern zu konstruieren, die die Kugel von innen und auflen beliebig nahe approximieren®. Des-
halb wahlt Archimedes einen anderen Weg der Analogiebildung: Er betrachtet Rotationskorper, die
durch Rotation von regelmaRigen Polygonen, die GroRkreisen der Kugel ein- bzw. umbeschrieben
sind, um einen Durchmesser der Kugel, entstehen. Die entstandenen Korper sind aus Kegelstiimpfen
aufgebaut (vgl. Abb. 7).

Kreis mit einbeschriebenem Polygon Kugel mit einbeschriebenem Rotationskorper

|

Kreis mit umbeschriebenem Polygon Kugel mit umbeschriebenem Rotationskérper

Abb. 7: Analogie zwischen Polygon und Rotationskorper bei der Berechnung von Kugelvolumen und -oberfliche



Zur Berechnung der Kugeloberflache geht Archimedes in vier Schritten vor:

(1) Er zeigt, dass die Oberfliche des einbeschriebenen Korpers kleiner ist als die Kugeloberflache
und dass die Flache des umbeschriebenen Koérpers gréBer ist als die Kugeloberflache.

Diese Behauptung folgt aus einem der fiinf Postulate, die Archimedes seinen Betrachtungen zu Kreis
und Zylinder voranstellt. Er schreibt:

,4. Die (...) Fldchen aber, die dieselbe ebene Grenzkurve haben, sind ungleich, wenn sie nach
derselben Seite konkav sind und die eine Fldche von der anderen und der Ebene, in der die
Grenzkurve liegt, ganz eingeschlossen wird oder teilweise eigeschlossen wird, teilweise mit
einer dieser Fldchen identisch ist. Und zwar ist die eingeschlossene Fldche die kleinere.”
(Archimedes: Kugel und Zylinder. . Buch, Postulate)

Betrachtet man geeignete Beriihrkreise der Kugel mit dem ein- bzw. umbeschriebenen Rotationskor-
per als gemeinsame ebene Grundflache, so folgt die Behauptung direkt aus dem genannten Postulat.

(2) Erdriickt den Flicheninhalt der Mantelflache eines Kegelstumpfs als Kreisflache aus.

Durch Ein-und Umbeschreiben von Pyramiden in und um einen Kegel gelingt es Archimedes zunachst
die Mantelflache eines Kegels durch eine Kreisflaiche auszudriicken. Da sich die Mantelflache eines
Kegelstumpfs als Differenz zweier Kegelflaichen ausdriicken ldsst, kann mit Hilfe des Satzes von Py-
thagoras (Kreisflachen sind ja proportional zu den Quadraten ihrer Radien) auch die Mantelflache des
Kegelstumpfs als Kreisfliche ausgedriickt werden. Archimedes formuliert dies wie folgt:

»Wenn ein gerader Kegel durch eine zur Grundfléche parallele Ebene geschnitten wird, so ist
das Stiick des Kegelmantels, das zwischen den parallelen Ebenen liegt, gleich der Fldche ei-
nes Kreises, dessen Radius die mittlere Proportionale (das geometrische Mittel) ist zwischen
dem Stiick der Seitenlinie, das zwischen den parallelen Ebenen liegt und der Summe der Ra-
dien des Grundkreises und des Schnittkreises.”
(Archimedes: Kugel und Zylinder. I. Buch, §16)

Ubersetzt in die Formelsprache ldsst sich die Mantelfliche des Kegelstumpfs folgendermaRen als
Kreisflache ausdriicken:

AKS = tzﬂ

wobei fiir t gilt:

t=(p+ry): s

Dabei sind r; bzw. 1, Grund- bzw. Deckflachenradius und s die Mantellinie des Kegelstumpfs. Damit
ergibt sich die bekannte Formel fiir die Mantelflache des Kegelstumpfs durch Einsetzen:

Mgs = (rp +1,) - sm



(3) Er zeigt, dass die Oberflache des einbeschriebenen Korpers kleiner ist und dass die Oberflache
des umbeschriebenen Korpers groRer ist als viermal die Flache eines GroBBkreises der Kugel.

Zunachst bestimmt er dazu die Oberflache des einbeschriebenen Rotationskdrpers und driickt diese
als Rechtecksflache aus. An dieser Stelle soll anhand der Schnittfigur (Abb. 8, links) und unter Benut-
zung der obigen Formel argumentiert werden.
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Abb. 8: Die Rotationskorper fiir n=3

Der Gedankengang von Archimedes bleibt dabei erhalten, wenngleich er natrlich keine Formelspra-
che benutzt. Die Oberflache fiir die Rotationsfigur, die aus dem 4n-Eck entstanden ist, setzt sich zu-
sammen aus 2n Kegelstimpfen, von denen jeder zweimal vorkommt. Die Mantellinie ist bei jedem
der Kegelstiimpfe gleich der Seitenlange sy, des 4n-Ecks. Es ergibt sich (mit der Abb. 8, links):

Orgi(m) = 2-[(r +712)  Sanmt + (1 +73) = SynT0 + - + 1y * Sy 7]

2-(rp +2ry 4+ 4 21,) - Sy

Flir n = 3 ergibt sich also mit den Bezeichnungen aus Abb. 8:
Orki(n) = (BL+CK+DJ+EI+FH):s4,m

Archimedes stellt also die Oberflache des Rotationskérpers als (mit dem Faktor = multiplizierte) Fla-
che eines Rechtecks dar, dessen eine Seite die Polygonseite s4, und dessen andere Seite die Summe
aller eingezeichneten Polygondiagonalen ist. Um die obige Behauptung zu zeigen, genligt es zu zei-
gen, dass diese Rechtecksflache kleiner ist als das Quadrat Gber dem Kugeldurchmesser, denn dann
gilt:

Orgi(M) =2-(ry +21ry 4+ 21) sy < d?m=4-r’n

Dazu wandelt Archimedes die Flache des Rechtecks, dessen eine Seite bei wachsendem n immer
kleiner und die andere Seite gleichzeitig immer groBer wird, in ein flichengleiches Rechteck um, des-
sen eine Seite (unabhangig von n) dem Kugeldurchmesser entspricht. Dazu betrachtet er die Abbil-
dung 8 (Mitte) und argumentiert folgendermalien: Die Dreiecke AABP,APQL,AQCR, ...,AXGH sind
alle zueinander dhnlich. Es gilt deshalb:



= S

Flr die Summe der jeweiligen Katheten ergibt sich fiir dieses Verhaltnis entsprechend:

AP+PQ+-+XG AG
PL+PB+--+XH+XF BL+CK+--+FH

Da auch das Dreieck AAGL zu den Ubrigen Dreiecken dhnlich ist gilt:

C . o
—  bzw. AL-(BL+CK+-+FH) =14G-GL
BL+CK + -+ FH - (BL +CK+ -+ FH)

S
NS

Damit Iasst sich die obige Rechtecksflache durch das Rechteck mit den Seiten [AG] und [GL] darstel-
len. Weiter gilt AG =d und GL < d (denn AAGL ist rechtwinklig) und damit AG - GL < d?. Da
diese Argumentation fiir beliebiges n geflihrt werden kann, ist hiermit gezeigt, dass die Oberflache
des einbeschriebenen Rotationskdrpers kleiner ist als 4r2.

Fast vollkommen analog zeigt Archimedes, dass fiir die Oberfliche des umbeschriebenen Rotations-
korpers der folgende Zusammenhang gilt (Abb. 8, rechts):

Orkqa(m) = A'G"- G'L - >d?n =4r’n

Man beachte dabei, dass G'L" = d und somit A'G’ > d gilt. Auch hier ist die Argumentation unab-
hangig von n und die Behauptung tber die umbeschriebene Rotationsfigur ist damit gezeigt.

Insgesamt gilt also:

Orki(n) < 4r%1 < Ogg o () firallen € N.
(4) Er zeigt, dass die Oberflachendifferenz der Rotationskorper beliebig klein wird.
Archimedes zeigt dazu zunachst, dass sich die Oberflaichen der Rotationskorper verhalten wie die
Quadrate der Seitenldngen der erzeugenden Polygone und fihrt anschlieRend einen Widerspruchs-
beweis, bei dem er zeigt, dass die Oberflache der Kugel mit dem bis dahin gezeigten weder gréRer
noch kleiner sein kann als viermal der Inhalt eines GroR3kreises.
Hier sollen, anders als bei Archimedes, die obigen Ergebnisse genutzt werden, um zu zeigen, dass die

Oberflachendifferenz der Rotationskorper beliebig klein wird.

Nach (3) gilt fiir die Oberflache der Rotationsfiguren:

o 2
Mpg(n) = AG - MG - =2r -/ (2r)? — (s,)? - mw = 4r’*m - [1— (;—’r‘) und

IR — 2
Mpgo(n) =DZ -DF - =21 -/(2r)? + (Sp)? - = 4r’m- [1+ (z—’;)



Beide Wurzelterme streben fiir wachsendes n jedoch offensichtlich von verschiedenen Seiten
gegen 1 und deren Differenz gegen 0, so dass die Behauptung gezeigt und der Beweis fiir den
Satz Uber die Oberflache der Kugel erbracht ist.

Zum Beweis seiner Vermutung liber das Kugelvolumen geht Archimedes ganz dhnlich vor. Er zeigt
zunachst, dass sich das Volumen der einbeschriebenen (bzw. umbeschriebenen) Figur als Kegelvolu-
men darstellen lasst. Er schreibt:

,Der Inhalt der der Kugel einbeschriebenen (bzw. umbeschriebenen) von Kegelfildchen be-
grenzten Figur ist gleich dem Inhalt eines Kegels, dessen Grundfldche gleich der Oberfiéche
der der Kugel einbeschriebenen (bzw. umbeschriebenen) Figur ist, dessen Héhe aber gleich
dem vom Mittelpunkt der Kugel auf einer Seite des Vielecks gefillten Lote (bzw. gleich dem
Radius der Kugel).” (Archimedes: Kugel und Zylinder. I. Buch, §26 und §31)

Mit obigen Beziehungen gilt also:

VRK,i(n) — é . MRK,i(n) . /rz _ (S?n)z _ §r37'[ . (1 — (;_:)2) und

1 4 2
Veka(W) =3 Mpga(m) -7 =3r%m- |1+ (_)

Archimedes zeigt weiter, analog zu seiner Vorgehensweise bei der Kugeloberflache, dass das Volu-
men des einbeschriebenen Rotationskorpers stets kleiner und das Volumen des umbeschriebenen
Rotationskorpers stets groBer ist als viermal das Volumen eines Kegels, dessen Grundflache ein
GrofRkreis der Kugel und dessen Hohe der Kugelradius ist.

In einem letzten Schritt zeigt Archimedes schlieRlich, dass sich die Volumina der Rotationskorper
verhalten wie die dritten Potenzen der Seitenldngen der erzeugenden Polygone und fiihrt anschlie-
Rend einen Widerspruchsbeweis, bei dem er zeigt, dass das Volumen der Kugel mit dem bis dahin
gezeigten weder grolRer noch kleiner sein kann als viermal der besagte Kegel. Damit ist die Behaup-
tung Gber das Kugelvolumen gezeigt.
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